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Série 6

L’exercice marqué d’un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines apres. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’apres et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de ’examen final.

Exercice 1. Transformez les matrices réelles suivantes en matrices diagonales dont les
éléments sont 0,1 et —1. Combien de 0, 1 et —1 sont sur la diagonale ? (Ces numéros
sont appelés I'indice de nullité, 'indice de positivité et I'indice de négativité.)
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Exercice 2. Soient V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, -) et {vy,...,v,} C
V un ensemble de vecteurs deux a deux orthogonaux.

a) Montrer le théoréme de Pythagore généralisé : [|vi+...4v,[|? = [|v1]|?+. . .+||va|?

b) Montrer que {v,...,v,} est un ensemble libre si pour tout 2, (v;, v;) # 0.

Exercice 3. Soit V' un espace euclidien de dimension finie avec une base orthonormale
B ={vy,...,u,}.

1. Montrer que pour tout v € V,

n

v=> (v,v;)v;.

=1

2. Pour f,g € V, montrer 1'edentité de Parseval :

n

<f)g> = Z(f’ 'Ui><'ui’g>'

=1



Exercice 4.

1. Soit V un espace vectoriel sur K avec une base B = {vy,...,v,}, (-,) une forme
bilinéaire symétrique, et P € K™*" inversible telle que PTAE">P est une matrice
diagonale.

Montrer que les éléments u;, € V tels que [ug]p = Py, olt P, est la k-iéme colonne
de P, forment une base orthogonale de V.

2. Soit maintenant V' un espace vectoriel sur Zs, B = {vy,vs,vs} une base V et
(-,-) : V x V — Zj3 une forme bilinéaire symétrique t.q.
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Déterminer une base orthogonale de V.

Exercice 5. Soit (-,-) : Z2 x Z2 — Z, la forme bilinéaire symétrique

=2 1)

Montrer que Z2 ne posséde pas de base orthogonale.

Exercice 6. (*) Soit V' un espace vectoriel sur R et f : V x V — R une forme bilinéaire
telle qu'’il existe deux vecteurs u et v vérifiant

e f(u,u)<0,et
e f(v,v) >0.

Montrer qu'’il existe alors également un vecteur w tel que f(w,w) = 0.



