
Prof. Friedrich Eisenbrand 25 mars 2022
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Série 5 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Soit V un espace vectoriel et soit B = fv1; v2; v3g une base de V . Soit
f : V � V ! K une forme bilin�eaire sym�etrique telle que

f(v1; v1) = 2; f(v2; v2) = 3; f(v3; v3) = �1; f(v1; v2) = 0; f(v2; v3) = 1; f(v3; v1) = �2:

1. �Ecrire la matrice Af
B de la forme bilin�eaire f pour la base B.

2. Trouver une base orthogonale C = fw1; w2; w3g pour V par rapport �a la forme
bilin�eaire f .

Solution.

1.

Af
B =

0
B@

2 0 �2
0 3 1
�2 1 �1

1
CA

2. Une base orthogonale C = fw1; w2; w3g est donn�ee par exemple par:

w1 = v1; w2 = v2; w3 = v1 � 1=3v2 + v3:

Il faut d'abord v�eri�er que ce soit une base, ce qu'on peut faire en v�eri�ant
que les trois vecteurs sont lin�eairement ind�ependants, et apr�es que les vecteurs
sont orthogonaux, c-a-d que f(wi; wj) = 0 8i 6= j.

Exercice 2. Soit A;B 2 Rn�n. D�ecidez si les a�rmations suivantes sont vraies ou fausses.

1. Les matrices A et B sont semblables si et seulement si elles ont le même spectre.

True False
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2. Si les matrices A et B ont le même spectre �1; : : : ; �k et sont toutes les deux
diagonalisables, alors A et B sont semblables.

True False

3. Si pA(B) = 0, alors A et B sont semblables.

True False

4. Si A et B sont semblables, alors pA(B) = 0.

True False

Solution.

1. Faux. La direction ) est vraie, car deux matrices semblables poss�edent le
même polynôme caract�eristique. Cependant, la direction ( est fausse. On
pourra par exemple prendre

A =

0
B@
1 0 0
0 1 0
0 0 0

1
CA ; B =

0
B@
1 0 0
0 0 0
0 0 0

1
CA

qui ont le même spectre f0; 1g, mais des polynômes caract�eristiques di��erents.

2. Faux. On peut prendre le même exemple qu'au point 1, les matrices A et B
�etant trivialement diagonalisables.

3. Faux. On pourra prendre

A =

 
1 0
0 0

!
; B =

 
0 0
0 0

!

4. Vrai. Ecrivons B = P�1AP . Alors

pA(B) = a0I +
nX

k=1

akB
k = a0P

�1P +
nX

k=1

akP
�1AkP = P�1pA(A)P = 0

par Cayley-Hamilton.

Exercice 3. Soit V de dimension �nie et B une base de V . Montrer que deux formes
bilin�eaires f; g : V � V ! K sont di��erentes si et seulement si Af

B 6= Ag
B.
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Solution. Soit n la dimension de V et B = fv1; : : : ; vng: Les matrices Af
B et Ag

B sont
telles que

(Af
B)ij = f(vi; vj) et (Ag

B)ij = g(vi; vj)

et, en plus, pour chaque x; y 2 V

f(x; y) = [x]TBA
f
B[y]B et g(x; y) = [x]TBA

g
B[y]B:

Or, si Af
B = Ag

B, pour chaque x; y 2 V ,

f(x; y) = [x]TBA
f
B[y]B = [x]TBA

g
B[y]B = g(x; y);

donc les deux formes bilin�eaires sont les mêmes. Si Af
B 6= Ag

B, il existe 1 � i; j;� n
o�u (Af

B)ij 6= (Ag
B)ij. Alors

f(vi; vj) = (Af
B)ij 6= (Ag

B)ij = g(vi; vj);

donc les deux formes bilin�eaires sont di��erentes. On conclut que les deux formes
bilin�eaires f et g sont di��erentes si et seulement si Af

B 6= Ag
B.

Exercice 4. Soit V de dimension �nie et B une base de V . Montrer que une forme
bilin�eaire f : V � V ! K est sym�etrique si et seulement si Af

B est sym�etrique.

Solution. Soit n la dimension de V et B = fv1; : : : ; vng: A
f
B est telle que (Af

B)ij =

f(vi; vj) et pour chaques x; y 2 V , f(x; y) = [x]TBA
f
B[y]B. Or, si A

f
B est sym�etrique,

pour chaque x; y 2 V ,

f(x; y) = [x]TBA
f
B[y]B = [x]TB(A

f
B)

T [y]B =
�
[y]TBA

f
B[x]B

�T
= (f(y; x))T = f(y; x);

car f(x; y) est un scalaire, donc f est sym�etrique. Si Af
b n'est pas sym�etrique, il

existe 1 � i; j;� n o�u (Af
B)ij 6= (Af

B)ji et

f(vi; vj) = (Af
B)ij 6= (Af

B)ji = f(vj; vi);

donc f n'est pas sym�etrique. On conclut que f est sym�etrique si et seulement si
Af

B est sym�etrique.

Exercice 5. Soit V � R3[x] l'espace vectoriel des polynômes de degr�e au plus 3 sur R
avec le forme bilin�eaire

hp; qi =
Z

1

�1
p(x)q(x)dx:

1. D�ecrire la matrice A
h�;�i
B pour B = f1; x; x2; x3g.

2. Montrer que l'ensemble fp0; p1; p2; p3g de polynômes

p0 = 1 p1 = x

p2 =
1

2
(3x2 � 1) p3 =

1

2
(5x3 � 3x)

est une base orthogonale de V .
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Solution.

1.

A
h�;�i
B =

0
BBB@

2 0 2=3 0
0 2=3 0 2=5
2=3 0 2=5 0
0 2=5 0 2=7

1
CCCA

2. Soit q 2 V . Nous �ecrivons q = q3x
3 + q2

2
x2 + q1x

1 + q0. Alors,

q = q3x
3 + q2x

2 + q1x
1 + q0

=
2

5
q3p3 + q2x

2 + (q1 +
3

5
q3)x+ q0

=
2

5
q3p3 +

2

3
q2p2 + (q1 +

3

5
q3)x+ (q0 +

1

3
q2)

=
2

5
q3p3 +

2

3
q2p2 + (q1 +

3

5
q3)p1 + (q0 +

1

3
q2)p0:

Cela implique que fp0; p1; p2; p3g est un syst�eme g�en�erateur de V et jfp0; p1; p2; p3gj =
dimV implique que c'est une base.

On montre ensuite que hpi; pji = 0 pour i 6= j. Par exemple,

hp2; p3i =
Z

1

�1
p2p3dx

=
1

4

Z
1

�1
(3x2 � 1)(5x3 � 3x)dx

=
1

4

�
5

2
x6 �

7

2
x4 +

3

2
x2
�1
�1

= 0:

Exercice 6. On consid�ere les vecteurs

v1 =

0
BBB@
1
1
0
0

1
CCCA ; v2 =

0
BBB@
0
1
1
0

1
CCCA ; et v3 =

0
BBB@
0
0
1
1

1
CCCA 2 Z4

2
:

Est-ce que spanfv1; v2; v3g poss�ede une base orthogonale par rapport �a la forme bilin�eaire
sym�etrique standard?

Solution. La r�eponse est non. On consid�ere tous les 7 vecteurs non nuls dans
l'espace spanfv1; v2; v3g. Il faut seulement v�eri�er que tout triplet de vecteurs de
spanfv1; v2; v3g orthogonaux forment une liste lin�eairement d�ependante.
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Voici toutes les paires de vecteurs non nuls de spanfv1; v2; v3g qui sont orthog-
onales (on doit aussi consid�erer les combinaisons lin�eaires des v1, v2 et v3).

(v1; v3); (v1; v1 + v3);

(v2; v1 + v3); (v3; v1 + v3);

(v2; v1 + v2 + v3); (v1 + v2; v2 + v3);

(v1 + v2; v1 + v3); (v1 + v3; v2 + v3);

(v2; v1 + v2 + v3; v1 + v3):

Les triplets de vecteurs de spanfv1; v2; v3g orthogonaux sont (v1; v3; v1+v3) et (v1+
v2; v1 + v3; v2 + v3) et on conclut facilement que ces deux listes sont lin�eairement
d�ependantes.
Ainsi spanfv1; v2; v3g n'admet pas de bases orthogonales.

Exercice 7. Montrer que la relation de congruence �= est une relation d'�equivalence sur
l'ensemble des matrices Kn�n.

Rappel: Deux matrices A;B 2 Kn�n sont congruentes s'il existe une matrice
P 2 Kn�n inversible telle que A = P TBP .

Solution. Pour montrer que �= est une relation d'�equivalence sur l'ensemble des
matrices Kn�n, il su�t de montrer que la relation est

1. r�e
exive: A �= A.

2. sym�etrique: A �= B ) B �= A.

3. transitive: A �= B et B �= C ) A �= C.

1. R�e
exivit�e. On a que

A = ITAI ;

o�u I est la matrice identit�e dans l'ensemble des matrices Kn�n. Donc A �= A.

2. Sym�etrie. Si A �= B, 9P 2 Kn�n inversible tel que

A = P TBP ;

donc

B = P�TAP�1 ;

et B �= A.

3. Transitivit�e. Soit A �= B et B �= C. Donc 9P;Q 2 Kn�n inversibles tels que

A = P TBP et B = QTCQ :

Donc on a

A = P TQTCQP = (QP )TC(QP ) ;

o�u la matrice QP est inversible puisque Q et P sont inversibles. Donc A �= C.
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Exercice 8. (*) Soit V un espace vectoriel sur un corps K et h�; �i : V �V ! K une forme
bilin�eaire. Soient E � V et E� le sous-espace de V engendr�e par les �el�ements de E.
Montrer E? = E�?.

Rappel: Pour W � V , W? = fv 2 V : v ? w pour tout w 2Wg.

Solution.
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