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Série 6 — Corrigé

L’exercice marqué d'un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines aprés. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’apres et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l’examen final.

Exercice 1. Transformez les matrices réelles suivantes en matrices diagonales dont les
éléments sont 0,1 et —1. Combien de 0, 1 et —1 sont sur la diagonale ? (Ces numéros
sont appelés l'indice de nullité, I'indice de positivité et 'indice de négativité.)
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Solution.

1. On va utiiser l’algorithme 3.1 pour diagonaliser A. On additionne —2 fois

1 2 .
0 s et —2 fois la
premziere colonne sur la deuziéme colonne pour obtenir la matrice diagonale

la premiére ligne sur la deuziéme ligne pour obtenir

(1 0 ) Finalement, on multiplie la deuziéme colonne par 1/5 et on a

0 -5

1 0 o » o e

0 —1)° L’indice de nullité est donc ro = 0, l'indice de positivité est r, =1,
et l'indice de négativité est r_ = 1.

2. On additionne —1 fois la premaére ligne sur la deuzriéme ligne: <(1) é . On

0
0 0/°
Donc lindice de nullité est ro = 1, l'indice de positivité est . = 1 et ['indice
de négativité est r_ = 0.

additionne —1 fois la premiére colonne sur la deuziéme colonne :

3. On additionne —2 fois la premiére ligne sur la deuxiéme ligne et aprés —2
fois la premiére colonne sur la deuziéme colonne pour obtenir :

2 0 2
0 -5 -3
2 -3 1



On additionne —1 fois la premiére ligne sur la troisiéme ligne et aprés —1
fois la premiére colonne sur la troisiéme colonne pour obtenir :

2 0 O
0 -5 -3
0 -3 -1

On additionne —3/5 fois la deuziéme ligne sur la troisieme ligne et et aprés
—3/5 fois la deuziéme colonne sur la troisiéme pour obtenir :

2 0 0
0 -5 0
0 0 4/5

On multiplie la premiére colonne par 1/2, la deuziéme colonne par 1/5 et la
troisiéme colonne par 5/4 pour avoir

1 0 O
0 -1 0
0 0 1
Donc l'indice de nullité est rg = 0, l’indice de positivité est r,. = 2, et l'indice
de négativité est r_ = 1.
Exercice 2. Soient V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, -) et {vy,...,v,} C

V un ensemble de vecteurs deux a deux orthogonaux.

a) Montrer le théoréme de Pythagore généralisé : [|vi+...+v,[|% = [|v1]|?+. . .+|va|?

b) Montrer que {vy,...,v,} est un ensemble libre si pour tout 2, (v;, v;) # 0.

Solution. Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (.). Soientwvy,...,v, €
V des vecteurs deuz a deuzr orthogonauz (c’est-d-dire (v;,v;) =0s11<i1#7<n).

a) On va montrer que ||[vi + ...+ U,||? = [|[u1||> + ... + ||va||?>. Par définition,

Hvl—{—...—l—vnH2 = (V1+ ...+ VUn, V14 ...+ Up)

= > {v,v)

1<i,5<n

- Z <Ui1vj>

1<i=j<n
n
2
= > |l
=1

ot dans la 3éme ligne, on a utiisé le fait que les vecteurs sont deux a deux
orthogonauz.



b) Supposons que l’ensemble {v,...,v,} ne soit pas libre. Alors il existe des

coeffictents cyi,...,c, € R, non tous nuls, tels que c1v; + ...+ cy,v, = 0. Soit
c; # 0 pour un certain ¢ € {1,--- ,n}. Alors
0 = <0,’Uz‘>

= (Ui + ...+ CoUn, V)

n

= > ci{vs,v)

7=1

= ¢i(v;,v:) #0

parce que c¢; # 0 et (v;,v;) # 0; donc on arrwe d une contradiction. Alors
{vi, ... ,v,} est un ensemble libre.

Exercice 3. Soit V un espace euclidien de dimension finie avec une base orthonormale
B ={vy,...,u,.}.

1. Montrer que pour tout v € V,

v = i(v,v,)vi.

=1

2. Pour f,g € V, montrer 'sdentité de Parseval :

(Fr9) = S UF,vi) (v, 9)-

=1

Solution.

1. Soit v €V avec v =Y} _; apvr pour quelques ay € R. Alors,
(v,v) = (Z Qs Vi)
=1
= Z ai<'Ui; ’Uk>
i=1

= Q.

Ca wmplique que

n

n
V=) apUr = > (U, Vp)Vs.
k=1

k=1



2. On utilise 1.:

<kn1 £, v v, g:jl g,'uk>'uk> (1)
_ z< fv) z g>> (2)
- Z z (F, 0k, {9y 03 s) (3)
= > (f, ), (990000 (4)
= S w0, 5)

i
I

Dans (2) et (3), nous avons utilisé le fait gu’une forme bilinéaire est linéaire
par rapport & un élément. Dans (4) et (5), nous avons utilisé ’orthonormalité.

Exercice 4.
1. Soit V' un espace vectoriel sur K avec une base B = {vy,...,v,}, (-,-) une forme
bilinéaire symétrique, et P € K™*" inversible telle que PTAE">P est une matrice
diagonale.

Montrer que les éléments u;, € V tels que [ux]s = Py, ol Py est la k-iéme colonne
de P, forment une base orthogonale de V.

2. Soit maintenant V' un espace vectoriel sur Zs, B = {v;,vs,vs} une base V et
(-,-) 1 V x V — Zjs une forme bilinéaire symétrique t.q.

021
AT =12 0 2
121

Déterminer une base orthogonale de V.

Solution.

1. Sotent D = PTA<"'>P une matrice diagonale, et up € V tels que |ux|g = P,
c-a-d up = Y1y P;pv;. Alors,

(ui, u5) = [wi]GAY w

= (P)"Ag"

= (Pe;)TAY PeJ
— eT(PT A" P)e;
= e] De;

2,71



ou D;; est égale a zéro s1 1 # j. Les vecteurs u, sont donc orthogonauz et
linéairement indépendants, parce que P est inversible.

2. On applique l’algorithme 3.1 du cours. Pour trouver la matrice P, on reporte
toutes les opérations faites sur la matrice A a une matrice identité I.

(a) On commence avec Ay = Afg}">, P =1

(b) On échange les lignes 1 et 3, puis les colonnes 1 et 3 de Ay. On fait de
méme sur By. On obtient

121 00 1
A =PrAY'Pi =20 2|,0uP=|010
120 100

(¢) On additionne —2 (= 1) fois la ligne 1 d la ligne 2 de A; et stmilairement
pour les colonnes. On fait de méme sur P,. On obtient

101 00 1
A, =Pral'P,=( 02 0 |,0uP=]0 10
100 110

(d) On additionne —1 (= 2) fois la ligne 1 d la ligne 3 de A, et similatrement
pour les colonnes. On fait de méme sur P,. On obtient

1 00 0 01
A =Pral'P,={( 02 0 |,0uP=|0 10
0 0 2 11 2
On a ainst trouvé une matrice
0 01
P=P,=|1010
1 1 2
telle que
1 00
PTAY)P=A;=| 0 2 0
0 0 2

Une base orthogonale de V' est donc donnée par les vecteurs
Uy = Vs, Uz :'U2—|—’U3, ’U,3:’U1+2’U3

ou on a utilisé le premier point de cet exercice.

Exercice 5. Soit (-,-) : Z2 x Z2 — 7, la forme bilinéaire symétrique

=2 1)

Montrer que Z3 ne posséde pas de base orthogonale.

5



Solution. On note
01
°=(1 o

Soit v; = (a,b)T et v, = (c,d)T deuz vecteurs non nuls orthogonauz, i.e. tels
que
c

vT Cvy = (a,b)C <d

> =ad+ bc=0.
St un des coefficients est nul, par ezemple (et sans perte de généralité) si a = 0:
a=0 = b#0 = ¢c=0 = d#0O,

ot la 1-ére et 3-ére implications decoulent de [’hypothése que les vecteurs sont non
nuls. Par conséquent, les vecteurs sont linéairement dépendants. D’autre part, si
tous les coefficients sont non nuls, on sait que ad = bc parce que le corps est de
caractéristique 2. Or,

B 1 g1 a\ ,fab'\  fed'\ . ifc
ad=bc=ab " =cd :><b>—b<1>—b<1 = bd Ik

ce quit montre que les vecteurs sont de nouveau linéairement dépendants. On
conclut que st v1, vy sont orthogonauz, alors les vecteurs ne sont pas libres. En
particulier, il n’existe pas de base orthogonale de 75 muni de (-,-).

Autre fagon : l’égalité ad+bc = 0 est équivalente a ad—bc = 0 en caractéristique
2. On reconnait la le déterminant de la matrice <Z 2) = (’Ul '02>. Celui-ct étant

nul, la matrice n’est pas tnversible et les vecteurs v, et v, ne peuvent former une
base de 73.

Exercice 6. (*) Soit V' un espace vectoriel sur R et f: V x V — R une forme bilinéaire
telle qu’il existe deux vecteurs u et v vérifiant

o f(u,u) <0,et
e f(v,v) > 0.
Montrer qu'’il existe alors également un vecteur w tel que f(w,w) = 0.

Solution.



