
Prof. Friedrich Eisenbrand 08 avril 2022
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Série 7 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Soit V un espace vectoriel sur R de dimension �nie, muni d'une forme
bilin�eaire sym�etrique h�; �i. Soit B = fb1; : : : ; bng une base orthogonale et U = spanfbi :
i = 1; : : : ; n; hbi; bii > 0g. Montrer que h�; �i restreint �a U est un produit scalaire du
sous-espace U .

Solution. Il faut montrer que h�; �ijU�U est d�e�nie positive. Soit

I = fi : i = 1; : : : ; n; hbi; bii > 0g

Soit u 2 U avec repr�esentation u =
P

i2I �ibi. Alors

hu; ui = X
i;j2I

�i�jhbi; bji =
X
i2I

�2
i hbi; bii � 0

o�u on a utilis�e la bilin�earit�e pour la premi�ere �egalit�e et l'orthogonalit�e des bi's
pour la derni�ere �egalit�e. De plus, il y a �egalit�e

hu; ui = 0

si et seulement si �2
i = 0 pour tout i 2 I, i.e. si et seulement si u = 0.

Exercice 2. Soit h�; �i le produit scalaire standard dans Rn. Trouver une factorisation
A = A�R du corollaire 3:19 de la matrice

A1 =

0
BBB@
1 0 0
1 1 0
0 1 1
0 0 1

1
CCCA 2 R4�3; A2 =

0
BBBBBBBB@

1 0 � � � 0

1 1
. . .

...

0 1
. . . 0

...
. . . . . . 1

0 � � � 0 1

1
CCCCCCCCA
2 R(n+1)�n:
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Solution. Nous trouvons une factorisation de A2, ce qui nous donne une factorisa-
tion de A1 lorsque n = 3.

On utilise le proc�ed�e de Gram-Schmidt et on d�emontre la forme g�en�erale de
la factorisation par r�ecurrence.

Soient v1; : : : ; vn les colonnes de A = A2 et u1; : : : ; un les vecteurs obtenus par
Gram-Schmidt. Si i � j + 2, on a vi ? v1; :::; vj et donc vi ? u1; :::; uj aussi,
car span (v1; :::; vk) = span (u1; :::; uk) pour tout k. L'orthogonalisation de Gram-
Schmidt peut donc être simplif�ee:

u1 = v1

uj+1 = vj+1 �
vTj+1uj

kujk2
uj; 1 � j � n� 1

Nous montrons par r�ecurrence que

(uj)i =

8>>><
>>>:

(�1)i+j

j
i � j

1 i = j + 1

0 i > j + 1

:

Pour j = 1, c'est vrai. Supposons que c'est vrai pour un j � 1. On obtient
kujk2 = j+1

j
et donc le coe�cient de Fourier

vTj+1uj

kujk2
= j=(j + 1):

On a

(uj+1)i =

 
vj+1 �

vTj+1uj

kujk2
uj

!
i

=

 
vj+1 � j

j + 1
uj

!
i

=

8>>>>><
>>>>>:

0� j
j+1

(�1)j+i

j
i � j

1� j
j+1

i = j + 1

1� 0 i = j + 2

0 i > j + 2

=

8>>><
>>>:

(�1)(j+1)+i

j+1
i � j + 1

1 i = j + 2

0 i > j + 2

:

La matrice R00 est

R00
i;j =

8>><
>>:
1 i = j
j

j+1
i = j � 1

0 autrement

:
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Nous avons A = A00R00 comme d�esir�e. A�n de normaliser les colonnes de A00, nous
multiplions la j-i�eme colonne uj de A00 par kujk�1 et la j-i�eme ligne de R00 par
kujk. Ceci nous donne

A00R00 = A00

0
BB@
ku1k�1

. . .

kunk�1

1
CCA

| {z }
=:A0

0
BB@
ku1k

. . .

kunk

1
CCAR00

| {z }
R0

:

Finalement, on a

A0
i;j =

8>>><
>>>:
(�1)i+j (j(j + 1))�1=2 i � jq

j
j+1

i = j + 1

0 autrement

et

R0
i;j =

8>>><
>>>:

q
j�1
j

i = j � 1q
j+1
j

i = j

0 autrement

:

Pour la partie 1., ceci implique que

A1 =

0
BBB@
1 0 0
1 1 0
0 1 1
0 0 1

1
CCCA =

0
BBBBBB@

q
1=2 �

q
1=6

q
1=12q

1=2
q
1=6 �

q
1=12

0
q
2=3

q
1=12

0 0
q
3=4

1
CCCCCCA

0
BBB@
p
2

q
1=2 0

0
q
3=2

q
2=3

0 0
q
4=3

1
CCCA :

Exercice 3. Soient les vecteurs

u =

0
BBB@
2
2
2
2

1
CCCA ; v1 =

0
BBB@
0
1
0
1

1
CCCA ; v2 =

0
BBB@
�1
1
0
0

1
CCCA ; v3 =

0
BBB@
�1
0
1
0

1
CCCA :

Quelle est la distance entre u et V = spanfv1; v2; v3g? La distance entre u et V est
dist(u; V ) = minv2V ku� vk, o�u la norme jj � jj est par raport au produit scalaire
ordinaire.

Solution. Soit V = spanfv1; v2; v3g. La distance entre un vecteur u et un sous-espace
V est par d�e�nition minv2V ku� vk. En posant

A = (v1; v2; v3) =

0
BBB@
0 �1 �1
1 1 0
0 0 1
1 0 0

1
CCCA ;
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on obtient spanfv1; v2; v3g = fAxj x 2 R3g, doncminv2V ku� vk = minx2R3 ku� Axk.
On sait du cours que la solution x? du syst�eme ATAx = ATu est un vecteur tel que
ku� Axk est minimis�ee. Donc il su�t de r�esoudre ce syt�eme et alors kAx? � uk
est la r�eponse voulue.

ATA =

0
B@2 1 0
1 2 1
0 1 2

1
CA ; ATu =

0
B@40
0

1
CA ;

(ATA)�1 =

0
B@

3
4

�1
2

1
4

�1
2

1 �1
2

1
4

�1
2

3
4

1
CA ; (ATA)�1ATu = x? =

0
B@ 3
�2
1

1
CA :

Ainsi,

kAx? � uk =












0
BBB@
1
1
1
3

1
CCCA�

0
BBB@
2
2
2
2

1
CCCA










=












0
BBB@
�1
�1
�1
1

1
CCCA










= 2

est la r�eponse voulue.

Preuve alternative: On applique le proc�ed�e de Gram-Schmidt sur v1; v2; v3; u pour
obtenir une base orthogonale v01; v

0
2; v

0
3; u

0. Alors, u = u0 + x, o�u x 2 span(v1; v2; v3)
et ku0k = dist(u; V ) avec le th�eor�eme 2.21.

Exercice 4. Soient A =

0
B@ 1 �2

1 4
1 �2

1
CA et b =

0
B@ 12
�13
10

1
CA. Alors, la solution des moindres

carr�es x =

 
x1
x2

!
du probl�eme minx2R2 kAx� bk2 satisfait

a) x2 = 3. b) x2 = �3.
c) x2 = 4. d) x2 = �4.

Solution. R�eponse d. On utilise Gram-Schmidt comme dans le th�eor�eme 2.21 ou
bien on r�esoud le syst�eme ATAx = AT b pour trouver la solution

x =

 
3
�4

!

De mani�ere alternative, on peut �etudier kAx � bk2 en rempla�cant x2 par 3,
�3, 4 et �4, ce qui donne quatre polynômes du second degr�e avec variable x1.
On trouve alors que le polynôme avec x2 = �4 poss�ede l'unique minimum global
minimal parmi les quatre polynômes.

Exercice 5. Montrer le Lemme 4.2 : Soit A 2 Cn�n une matrice hermitienne et soit �
une valeur propre de A avec le vecteur propre x correspondant. Montrer que � est r�eel.
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Solution. On a que

�xTx = (�x)Tx

= (Ax)Tx

= xTATx

= xTATx

= xTA�x

= xTAx

= xT�x

= �xTx

Comme xTx 6= 0, on a � = �, donc � 2 R.

Exercice 6. Soit U 2 Rn�n (resp. U 2 Cn�n) tel que les colonnes de U forment une base
orthonormale par rapport au produit scalaire standard (resp. par rapport au produit
hermitien standard).

1. Montrer que U est une matrice orthogonale (resp. unitaire).

2. Montrer que les lignes de U forment une base orthonormale de Rn (resp. Cn).

Solution. Le cas r�eel est un cas particulier du cas complexe. On prouve donc
uniquement le cas complexe.

Soit donc U 2 Cn�n, U =
�
u1 : : : un

�
, ui 2 Cn 8i tels que les colonnes

fu1; :::; ung de U forment une base orthonormale par rapport au produit hermi-
tien standard, c'est-�a-dire

uTi uj =

8<
:1 si i = j

0 sinon

On a alors que

U�U =

0
BB@
u1

T

...
un

T

1
CCA �

�
u1 : : : un

�
= In

Ceci implique que U est inversible d'inverse U�1 = U�, i.e. U est unitaire. En
particulier, si on �ecrit

U =

0
BB@
vT1
...
vTn

1
CCA

o�u vTi est la i-�eme ligne de U , on a que

In = UU� =

0
BB@
vT1
...
vTn

1
CCA �

�
v1 : : : vn

�
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ce qui est �equivalent �a

vTi vj =

8<
:1 si i = j

0 sinon

L'ensemble des lignes fv1; :::; vng de U forme donc un ensemble orthonormal. En
particulier, c'est un ensemble libre et donc une base du C-espace vectoriel Cn (et
si U 2 Rn�n, c'est aussi une base du R-espace vectoriel Rn).

Exercice 7. Soit A 2 Cn�n une matrice hermitienne et inversible. Montrer que si toutes
les valeurs propres de A sont positives, alors toutes les valeurs propres de A�1 sont
aussi positives.

Solution. Supposons que les valeurs propres de A, �1; : : : ; �n, sont positives. On va
montrer que 1

�1
; : : : ; 1

�n
sont les valeurs propres de A�1:

Comme A est une matrice hermitienne, il existe une matrice unitaire P telle
que P �AP = D, o�u D est une matrice diagonale.

Comme det(P �)det(P ) = 1,

det(A� �I) = det(P �)det(A� �I)det(P )

= det (P �(A� �I)P )

= det (P �AP � �P �P )

= det(D � �I);

donc D a les nombres �1; : : : ; �n sur la diagonale. Alors

I = P �P = P �AA�1P = P �APP �A�1P = D(P �A�1P ):

C�a signi�e que P �A�1P = D�1, et les valeurs propres de A�1 sont exactement les
valeurs propres de D�1 �a savoir 1

�1
; : : : ; 1

�n
.

Exercice 8. (*)

1. Soit V un espace vectoriel de dimension �nie sur R, et h�; �i un produit scalaire.
Montrer que V = W �W? est satisfait pour tout sous-espace W � V . Conclure
que dimV = dimW + dimW?.

2. Soit V un espace vectoriel de dimension n sur R, et soient f; g 2 V � n f0g
lin�eairement ind�ependants. Montrer que

dim(ker f \ ker g) = n� 2:

Rappel: Si V est un espace vectoriel sur un corps K, son espace dual V � est
l'ensemble des applications lin�eaires � : V �! K, muni de l'addition et de la
multiplication scalaire usuelles.

Solution.
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