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Série 8 — Corrigé

L’exercice marqué d'un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines aprés. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’apres et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l’examen final.

Exercice 1. (+) Soit A € R™ " une matrice symétrique définie positive, c’est-a-dire
qgue toutes les valeurs propres de A sont positives. Montrer qu’il existe une matrice
symétrique définie positive B € R™*™ telle que A = BT B.

Solution. A est une matrice symétrique donc il existe une matrice orthogonale P
telle que
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oU A, A, ..., An € R sont les valeurs propres de A. Soit D la matrice PTAP
diagonale. Comme A est définie positive, on a A; > 0 pour tout 1 = 1...,n et
alors D = CTC, ou
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co| 0 vm

Comme PT = P71, on obtient que
A= PDPT = pCTCPT = PCTPTPCPT = (PCTPT)(PCPT) = (PCPT)T(PCPT).

ainsi A= BTB, ou B = PCPT. Il reste & montrer que B est vraiment symétrique
et définie positive. Les valeurs propres de B sont les mémes de que les valeurs
propres de C, donc B est définie positive. De plus,

BT = (pCcP")T = (P")TCTPT = PCPT = B.



Exercice 2. Soit A la matrice hermitienne

3 2—-1 =3
A=12+2 0 1-—1
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Trouver une matrice unitaire P € C3*3 telle que P* - A - P est une matrice diagonale.
Les éléments de la matrice P sont de la forme a + 2b oi1 a,b € R.
Solution. Le polynéme caractéristique de A est

p(z) = det(A—2zI) = (z+ 1)(z — 6)(z + 2).

Les valeurs propres de A sont donc —1,6 et —2. On trouve les bases des espaces
propres
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Les vecteurs by, by, b3 sont deuz-a-deuxr orthogonauzx, parce que les valeurs propres
sont distinctes. Il reste a les normaliser et on obtient
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On obtient la matrice unitaire
P = [pl D2 P3]
et on peut vérifier que
-1 0 O
P A-P=|0 6 0
0O 0 -2



Exercice 3. Pour chaque forme suivante @, décider si @ est définie positive, définie
négative ou indéfinie. Si @ est indéfinie, trouver un vecteur z tel que Q(z) > 0 et un
vecteur y tel que Q(y) < 0.

a) Q(z) = 1322 4 8z1z, + 723
b) Q(z) = 1122 + 162,25 — 23

Solution.

a)

b)

13 4

On a que Q(z) = zT Az O’&A:<4 -

>. L’équation charactéristique de A
est
0=det(A—AI)= (13- A)(7—A) =16 = A — 20\ + 75 = (A — 15)(A — 5)

awnsi les valeurs propres de A sont Ay = 15 et Ay = 5. Comme toutes les
valeurs propres de A sont positives, A est définie positive, et donc la forme
quadratique @ est définie positive.

11 8

Similairement, Q(z) = zT Az ou A = 8 _1

). Comme en a), on trouve
que l’équation charactéristique de A est
0=det(A—AI)=(11-X)(~1—-2A)—64=X—10\—75= (X — 15)(A +5)

et les valeurs propres de A sont Ay = 15 et Ay = —5. Cela signifie que
A et Q(z) sont indéfinies. Pour trouver des vecteurs T et y qui satisfont
Q(z) > 0 et Q(y) < 0, on cherche les vecteurs propres correspondant auz

valeurs propres Ay et Ay. On trouve x = ﬁ G) ety = % <_12> Finalement,
on vérifie que T et y sont les vecteurs satisfaisant:
2 1) (11 8 = 2 a1 (&
T A, (2 L _ (2 L _
Qle) =<4z = (% ) <8 _1> <ﬁ> = (% %) (ﬁ) =15>0
et stmilairement

o (11 8\ (= oy (R
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Exercice 4. Déterminer les valeurs singuliéres des matrices suivantes. Pour les matrices
Az a A, donner aussi la décomposition en valeurs singuliéres (SVD).
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Solution.

(i) ATA, = <é 8) et les valeurs propres sont A\; =9, et Ao = 1 (on veut A\; > Az).
Awnst les valeurs singuliéres de A; sont données par o, = \/A;, t.e., 0y = 3 et
09 — 1.

(ii) AT A, = <205 8) et les valeurs singuliéres sont oy — /A1 = v/25 =5 et 05 = 0.

74 32
32 26
900 = (A—90)(A—10). Les valeurs propres sont A\; = 90 et A\, = 10. Les valeurs
singuliéres de A; sont 0, = 3/10 et 05 = /10, ainsi la matrice D € R3<? est
donnée par

(i5i) AT A; = < et le polyndme caractéristique est pyr4,(A) = A% — 100 +

3v10 O
D = 0 v 10
0 0

Les vecteurs propres associés a A; et Ay sont

Lo L2y 1
1 — \/E 1 b 2 — \/g 2 )
et un choiz pour @ € R?*? est

1 2 1
= &%)

On cherche maintenant P € R33. On commence par trouver une base or-
thonormée (v, vq,v3) de R%, ot pour i = 1,2

1
v; = fA’U,i.
g;

Ainst

V1 = ——=

On doit donc trouver un vecteur vy normalisé et orthogonal a v, et v5. On
trouve, par exemple,

0
v3=1|1],
0
et ainsi
1 =1l 9
V2 V2
P=]10 0 1
1 1 9
V2 V2
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Finalement, on vérifie que

71 5 7 0\ /3/10 0\ ;2 1
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ATA, = <(2) g) et les valeurs propres sont A\y = 3 et Ay = 2. Les valeurs

singuliéres de As sont 01 = /3 et 05 = /2, ainsi la matrice D € R3*? est

donnée par

V3 0
D=0 +2
0 O

Les vecteurs propres associés a A1 et Ay sont

() ()

et un choiz pour Q € R?*? est
0 1
o= (1)

On cherche maintenant P € R3*3. On commence par trouver

1
v; = fA'Ui.
g;

Awnst

On a que (vy, vz) n'est pas une base orthonormée de R3, on doit donc trouver
un vecteur vs normalisé et orthogonal a v, et vo. On trouve, par exemple,

et ainsi

On a ATAs = (9) et avec comme seule valeur propre A\; = 9. Le vecteur
propre normalisé associé 4 Ay = 9 est v; = 1. Ainsi @Q = (1). La matrice



(vi)

D € R¥*? est donnée par D = (3 0 0)T. Pour la matrice P, on commence
par trouver

-1

1 1
V1 = fAE,'U,l = — 2
g1 3 2

Il faut maintenant compléter (v1) en une base orthonormée (vy,vs,v3) de R3.
On compléte (vy) par v, = 3(2 —1 2)T et v3 =1(2 2 —1)T. On obtient

On calcule la SVD de (As)T. On commence par calculer (AY)TAT : (ATYT AT =

<187 187> , avec A1 = 25 et Ay = 9. La matrice D est

5 w50

=yl A)

Les vecteurs v, et vy sont donnés par

U = L 1 Uy = L 11
1 — \/5 ) 2 — \/1_8
0 4
On compléte en une base orthonormée de R® avec
1 —2
Uz = g 2
1

et

m\»—‘m\mm‘ ‘

On a que AT = PDQ. La SVD pour A est donnée par A = (PDQ)T =
QTDPT.



Exercice 5. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Justifier votre réponse.

1. Si A € R™*™ est une matrice orthogonale, alors une décomposition de A en valeurs
singulieres est A = AL, I,.

2. Les valeurs singulieres d’une matrice diagonale A € R™*™ avec Aq,..., A, sur la
diagonale sont les valeurs diagonales Aq,..., A,.
Solution.

1. C’est vrai. Pour trouver une décomposition en SVD, on doit diagonaliser
ATA, ou ATA = I,. Ainsi, les valeurs propres sont \; = 1 et les vecteurs
propres de AT A sont les vecteurs e; de la base canonique de R™, ainsi Q = I,,.
La matrice D € R™*" est diagonale avec les o; = v/); sur la diagonale. Ainst,
D =1, et on obtient

A=PDQ = PI,I,,

et la seule solution pour la matrice P est P = A.

2. C’est faux. En effet, les valeurs singuliéres sont toujours positives, et on les

obtient avec ; = \/A? = |\;|, ou \; sont les valeurs propres de ATA = A%, Les
valeurs singuliéres sont les valeurs absolues des valeurs propres non nulles
A

Exercice 6. (*) Soit A € R™*" une matrice symétrique. Montrer que A est semi-définie
positive si et seulement si tous ses mineurs symétriques sont non négatifs, c’est-a-dire
det(Bg) > 0 pour tout K C {1,...,n}.

Rappel: Soit K = {l1,..., Lt} C{1,...,n}oul1<1; <ls <--- <l <n. La matrice
By € R*** est la matrice (Bg);; = Ary;,1<14,7 <k.

Solution.



