
Prof. Friedrich Eisenbrand 06 Mai 2022

Algèbre linéaire avancée II
printemps 2022

Série 10

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. Trouver la solution minimale des trois syst�emes d'�equations:

1: (+) x1 + x2 = b1 ; 2:

8>><
>>:
x1 = b1 ;

x1 = b2 ;

x1 = b3 ;

3:

8>>>>><
>>>>>:

4x1 = b1 ;

0x1 = b2 ;

7x3 = b3 ;

0x2 = b4 :

Exercice 2. Consid�erer l'ensemble de points
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Trouver un sous-espace de dimension 1 H E R2 atteignant

D := min
HER2

dim(H)=1

X
a2M

dist(a;H)2

et d�eterminer D.

Exercice 3. Soit A;B 2 Cn�n. Montrer que

kABkF � kAkFkBkF

Exercice 4.

1. Pour les matrices P 2 Rm�n et Q 2 Rn�d, soit pi la i-�eme colonne de P , et qTi la
i-�eme ligne de Q. Montrer que

PQ =
nX
i=1

piq
T
i :

1



2. Soit A 2 Rm�d une matrice avec d�ecomposition en valeurs singuli�eres A = PDQ,
avec r valeurs singuli�eres �1; : : : ; �r, r � d. Montrer qu'on a

A =
rX
i=1

�ipiq
T
i :

3. Conclure que l'on peut repr�esenter A comme

A = URV; U 2 Rm�r; R 2 Rr�r; V 2 Rr�d;

o�u la matrice U est compos�ee des premi�eres r colonnes de P , V est compos�ee
des premi�eres r lignes de Q, et R est une matrice diagonale avec les r valeurs
singuli�eres sur sa diagonale.

Exercice 5. Montrer Lemme 5.3 dans la polycopi�e:
On consid�ere le syst�eme suivant

x01(t) = a11x1(t) + � � �+ a1nxn(t)
x02(t) = a21x1(t) + � � �+ a2nxn(t)

...
x0n(t) = an1x1(t) + � � �+ annxn(t)

(1)

o�u les aij 2 R. L'ensemble X = fx : x est une solution du syst�eme (1)g est un espace
vectoriel sur R.

Exercice 6. Soit A 2 Rn�n. Montrer que d
dt
eAt = AeAt.

Exercice 7. Montrer Lemme 5.12 dans la polycopi�e:
Pour A;B 2 Cn�n, si A �B = B � A on a eA+B = eAeB.

Exercice 8. (*) Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique et f(x) = xTAx la forme quadra-
tique correspondante �a A. Soit

A = U �

0
BB@
�1

. . .

�n

1
CCAUT

une factorisation de A telle que U = (u1; : : : ; un) 2 Rn�n est orthogonale et �1 � � � � �
�n. Pour 1 � ` < n on a

max
x2Sn�1

x?u1;:::;x?u`

f(x) = �`+1 (2)

et u`+1 est une solution optimale.
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