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Série 9

Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es. La correction sera post�ee
sur Piazza 2 semaines apr�es. La solution de l'exercice (*) sera discut�ee dans les s�eances
d'exercices du mardi. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique.

a) Montrer que A est d�e�nie n�egative, si et seulement si (�1)k det(Bk) > 0 pour tout
k 2 f1; : : : ; ng.

b) Montrer que A est semi-d�e�nie n�egative, si et seulement si (�1)jKj det(BK) � 0
pour tout K � f1; : : : ; ng.

Exercice 2. Montrer la partie (4.5) du Th�eor�eme 4.13: Soit A 2 Rn�n une matrice
sym�etrique dont les valeurs propres sont �1 � � � � � �n. Si U d�enote un sous-espace de
Rn, montrer que

�k = min
dim(U)=n�k+1

max
x2U\Sn�1

xTAx:

Exercice 3. Soit K = R ou C. Soit A 2 Km�n avec une decomposition en valeurs
singuli�eres A = PDQ. La pseudoinverse de A est d�e�nie comme A+ = Q�D+P �, o�u
D+ est la matrice d�e�nie dans la D�e�nition 4.8. Montrer que A+ satisfait les quatre
conditions de Penrose:

1. AA+A = A.

2. A+AA+ = A+.

3. (AA+)� = AA+.

4. (A+A)� = A+A.

Exercice 4. Soit K = R ou C. Soit A 2 Km�n avec pseudoinverse A+. Montrer les
propri�et�es suivantes de la matrice pseudoinverse:

1. (A+)+ = A.
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2. (A+)� = (A�)+.

Exercice 5. Calculer la matrice pseudoinverse des matrices suivantes

A =
�
1 1 1

�
; B =

 
0 1 0
1 0 0

!
; C =

 
1 1
0 0

!
:

Exercice 6. Soit K = R ou C. Soit A 2 Km�n et B 2 Kn�p. Est-il toujours vrai que
(AB)+ = B+A+?

Exercice 7. (*) Dans cet exercice, les termes orthogonaux et orthonormaux sont relatifs
au produit hermitien standard de Cn.

1. Soit A 2 Cn�n une matrice hermitienne. Montrer que si x et y sont deux vecteurs
propres de A, Ax = �x, Ay = �y et � 6= �, alors x et y sont orthogonaux.

2. Soit A 2 Cn�n une matrice hermitienne et soit B = fv1; : : : ; vng une base or-
thonormale des vecteurs propres de A, avec Avi = �ivi, pour 1 � i � n. Soit
P =

�
v1 v2 : : : vn

�
. Montrer que P �P = In et

P �AP =

0
BB@
�1

. . .

�n

1
CCA :

3. Soient A 2 Cn�n une matrice hermitienne et P une matrice unitaire telles que

P �AP =

0
BB@
�1

. . .

�n

1
CCA

avec �1; : : : ; �n 2 R. Montrer que les colonnes u1; : : : ; un de P sont des vecteurs
propres de A avec les valeurs propres �1; : : : ; �n.
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