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Série 9 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique.

a) (+) Montrer que A est d�e�nie n�egative, si et seulement si (�1)k det(Bk) > 0 pour
tout k 2 f1; : : : ; ng.

b) Montrer que A est semi-d�e�nie n�egative, si et seulement si (�1)jKj det(BK) � 0
pour tout K � f1; : : : ; ng.

Solution.

a) D'abord, on note que A est d�e�nie n�egative si et seulement si la matrice
�A est d�e�nie positive. C'est parce que pour tout x non nul xTAx < 0 si et
seulement si xT (�A)x > 0.

Par Th�eor�eme 4.11, (�A) est d�e�nie positive si et seulement si tous ses
mineurs principaux sont strictement positifs, c'est-�a-dire det(�Bk) > 0 pour
tout k 2 f1; : : : ; ng, o�u (�Bk)ij = �Aij; 1 � i; j � k. Cependant, par les
propri�et�es basiques du d�eterminant, det(�Bk) = (�1)k det(Bk) parce que Bk

est une matrice de taille k � k. On conclut que A est d�e�nie n�egative si et
seulement si (�1)k det(Bk) � 0 pour tout k 2 f1; : : : ; ng.

b) Comme dans partie a), A est semi-d�e�nie n�egative si et seulement si la
matrice �A est semi-d�e�nie positive. Par l'exercice �etoile de la derni�ere
semaine, on voit que (�A) est semi-d�e�nie positive si et seulement si pour
tout K = fl1; : : : ; lkg o�u 1 � l1 < � � � < lk � n on a que det(�BK) � 0
o�u (�BK)ij = (�A)lilj ; 1 � i; j;� k. Comme det(�BK) = (�1)jKj det(BK), on

conclut que A est semi-d�e�nie n�egative si et seulement si (�1)jKj det(BK) � 0
pour tout K � f1; : : : ; ng.
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Exercice 2. Montrer la partie (4.5) du Th�eor�eme 4.13: Soit A 2 Rn�n une matrice
sym�etrique dont les valeurs propres sont �1 � � � � � �n. Si U d�enote un sous-espace de
Rn, montrer que

�k = min
dim(U)=n�k+1

max
x2U\Sn�1

xTAx:

Solution. Soit fu1; : : : ; ung une base orthonormale de vecteurs propres associ�es aux
valeurs propres �1 � � � � � �n respectivement. On �xe un entier k. Soit U un
espace de dimension n � k + 1. Clairement, spanfu1; : : : ; ukg \ (U \ Sn�1) ) f0g,
alors il existe un vecteur 0 6= x =

Pk
i=1 �iui 2 (U \ Sn�1). Comme

xTAx =
kX
i=1

�2
i�i � �k;

on a que maxx2(U\Sn�1) x
TAx � �k. Comme c'est vrai pour chaque U de dimension

n� k + 1, on conclut que

min
dim(U)=n�k+1

max
x2(U\Sn�1)

xTAx � �k:

Si on prend W = spanfuk; : : : ; ung, pour chaque vecteur x =
Pn

i=k �iui 2 W \ Sn�1
(c.a.d.

Pn
i=k �

2
i = 1), on a

xTAx =
nX
i=k

�2
i �i � �k

et uTkAuk = �k. Donc maxx2W\Sn�1 xTAx = �k et

min
dim(U)=n�k+1

max
x2U\Sn�1

xTAx � max
x2W\Sn�1

xTAx = �k:

Finalement, on conclut que

�k = min
dim(U)=n�k+1

max
x2Unf0g

RA(x):

Exercice 3. Soit K = R ou C. Soit A 2 Km�n avec une decomposition en valeurs
singuli�eres A = PDQ. La pseudoinverse de A est d�e�nie comme A+ = Q�D+P �, o�u
D+ est la matrice d�e�nie dans la D�e�nition 4.8. Montrer que A+ satisfait les quatre
conditions de Penrose:

1. AA+A = A.

2. A+AA+ = A+.

3. (AA+)� = AA+.

4. (A+A)� = A+A.

Solution.

1. AA+A = PDQQ�D+P �PDQ = PDD+DQ = PDQ = A.
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2. A+AA+ = Q�D+P �PDQQ�D+P � = Q�D+DD+P � = P �D+Q� = A+.

3. (AA+)� = (PDQQ�D+P �)� = (PDD+P �)� = P (DD+)�P � = P (DD+)P � =
PDQQ�D+P � = AA+.

4. (A+A)� = (Q�D+P �PDQ)� = (Q�D+DQ)� = Q�(D+D)�Q = Q�(D+D)Q =
Q�D+P �PDQ = A+A.

Exercice 4. Soit K = R ou C. Soit A 2 Km�n avec pseudoinverse A+. Montrer les
propri�et�es suivantes de la matrice pseudoinverse:

1. (A+)+ = A.

2. (A+)� = (A�)+.

Solution. Par l'Exercice pr�ec�edent et le Th�eor�eme 4.16, pour toute matrice B 2
Km�n, la matrice pseudo-inverse B+ est l'unique matrice de X 2 Kn�m qui satis-
fait les quatre conditions de Penrose pour B :

1. BXB = B.

2. XBX = X.

3. (BX)� = BX.

4. (XB)� = XB.

Pour montrer (A+)+ = A (resp. (A+)� = (A�)+), il su�t de montrer que les
deux matrices satisfont les quatre conditions de Penrose pour une même matrice
B. On a par exemple pour le premier que

AA+A = A ; A+AA+ = A+ ; (AA+)� = AA+ ; (A+A)� = A+A ;

car A admet pour pseudo-inverse A+, et

A+(A+)+A+ = A+ ; (A+)+A+(A+)+ = (A+)+ ;

(A+(A+)+)� = A+(A+)+ ; ((A+)+A+)� = (A+)+A+ :

car A+ admet pour pseudo-inverse (A+)+, i.e. (A+)+ et A satisfont les quatre
conditions de Penrose pour A+. Par unicit�e, on a �egalit�e.

Exercice 5. Calculer la matrice pseudoinverse des matrices suivantes

A =
�
1 1 1

�
; B =

 
0 1 0
1 0 0

!
; C =

 
1 1
0 0

!
:
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Solution.

1. On commence par trouver une decomposition en valeurs singuli�eres de AT ,

AT = PDQ. On trouve AAT = (3), donc D =

0
B@
p
3
0
0

1
CA, et Q = 1. Or, v1 =

1p
3

�
1 1 1

�T
et on trouve v2; v3 orthonormales par exemple comme

v2 =
1p
2

0
B@

1
�1
0

1
CA v3 =

1p
6

0
B@
1
1
2

1
CA

On pose P =
�
v1; v2; v3

�
et AT = PDQ. Donc A = QTDP T et

A+ = PD+Q =

0
B@
1=3
1=3
1=3

1
CA :

2. On a

B�B =

0
B@
1 0 0
0 1 0
0 0 0

1
CA ;

avec �1 = �2 = 1 et �3 = 0. Une base orthonorm�e de l'espace propre associ�e
�a le valeur 1 est donn�ee par

v1 =

0
B@
1
0
0

1
CA ; v2 =

0
B@
0
1
0

1
CA :

Le vecteur propre associ�e �a �3 est

v3 =

0
B@
0
0
1

1
CA :

Donc

Q =
�
v1 v2 v3

��
=

0
B@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
CA ; D =

 
1 0 0
0 1 0

!
:

En �n on trouve

P =
�
u1 u2

�
;
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avec

u1 =
Bv1
�1

=

 
0
1

!
; u2 =

Bv2
�2

=

 
1
0

!
:

Donc

B+ = Q�D+P � =

0
B@
0 1
1 0
0 0

1
CA :

3. On a

C�C =

 
1 1
1 1

!
;

avec polynôme caract�eristique pC�C(�) = �(��2). On a donc �1 = 2 et �2 = 0.
On cherche les vecteurs propres associ�es �a les valeurs propres. Pour �1 = 2
on trouve

v1 =
1p
2

 
1
1

!
;

et pour �2 = 0 on trouve

v2 =
1p
2

 
1
�1
!
:

Donc

Q =
�
v1 v2

��
=

1p
2

 
1 1
1 �1

!
; D =

 p
2 0
0 0

!
:

Apr�es on trouve

u1 = Cv1=�1 =

 
1
0

!
:

On complete u1 avec u2 pour former une base orthonorm�e de R2, et donc

u2 =

 
0
1

!
;

et

P =

 
1 0
0 1

!
:

Donc

C+ = Q�D+P � =

 
1=2 0
1=2 0

!
:
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Exercice 6. Soit K = R ou C. Soit A 2 Km�n et B 2 Kn�p. Est-il toujours vrai que
(AB)+ = B+A+?

Solution. La r�eponse est non. On montre �ca avec un contre-exemple. On consid�ere

A =

 
1 1
0 0

!
; B =

 
0 0
1 1

!
:

On a

AB =

 
1 1
0 0

!
:

On trouve

A+ = (AB)+ =

 
1=2 0
1=2 0

!
;

et

B+ =

 
0 1=2
0 1=2

!
:

On a donc

(AB)+ =

 
1=2 0
1=2 0

!
6= B+A+ =

 
1=4 0
1=4 0

!
:

Exercice 7. (*) Dans cet exercice, les thermes orthogonaux et orthonormaux sont relatif
aux produit hermitien standard du Cn.

1. Soit A 2 Cn�n une matrice hermitienne. Montrer que si x et y sont deux vecteurs
propres de A, Ax = �x, Ay = �y et � 6= �, alors x et y sont orthogonaux.

2. Soit A 2 Cn�n une matrice hermitienne et soit B = fv1; : : : ; vng une base or-
thonormale des vecteurs propres de A, avec Avi = �ivi, pour 1 � i � n. Soit
P =

�
v1 v2 : : : vn

�
. Montrer que P �P = In et

P �AP =

0
BB@
�1

. . .

�n

1
CCA :

3. Soient A 2 Cn�n une matrice hermitienne et P une matrice unitaire telles que

P �AP =

0
BB@
�1

. . .

�n

1
CCA

avec �1; : : : ; �n 2 R. Montrer que les colonnes u1; : : : ; un de P sont des vecteurs
propres de A avec les valeurs propres �1; : : : ; �n.

Solution.
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