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Série 10 — Corrigé

L’exercice marqué d’un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines aprés. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’apres et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l’examen final.

Exercice 1. Trouver la solution minimale des trois systémes d’équations:

4$1:b1,
$1:b17
Om1:b2)
1.(+)$1+$2:b1, 2. IIJ]_:bg, 3.
7$3:b3)
:Bl:b?:)
O$2:b4.

Solution. Soit A ¢ K™™, £ ¢ K™, bc K™, La solution minimale du systéme
Az = b, est définie comme z+ = ATb. Elle satisfait ||Az™ — b||s < ||Az — b,
Vz € K™,

1. La matrice associée au premier systéme est
A=(11).

On peut trouver une décomposition en valeurs singuliéeres A = PDQ. On

trouve
1 /1 1
P=1, D_(ﬁ o), Q_ﬁ<1 _1> .
Donc on a
1
AT =Q'DTP* = G)
et



2. La matrice associée au deuzriéme systéme est

A=1|1
1

On peut trouver une décomposition en valeurs singuliéeres A = PDQ. On
trouve

1/v/3 -2/v/6 0 V3
P=11/v/3 1/y/6 —-1/v/2|,D=|0|, Q@=1.
1/v/3 1/v/6  1/v2 0
Donc on a
A+:Q*D+P*:;<1 1 1)
et

1
fE+ = A+b: g(bl —|—b2—|—b3)

3. La matrice associée au troisiéme systéme est

O O O B
o O O O
o N O O

On peut trouver une décomposition en valeurs singuliéeres A = PDQ. On
trouve

01 00 7 00
0 01
0010 0 40
P_1000’D_OOO’Q_(1)(1)3
0 001 0 0O
Donc on a
1/40 0 O
At =Q*D"P*=| 0 0 0 O
0 0 1/7 O
et
b, /4
T =A"h=1| 0
b3 /7



Exercice 2. Considérer ’ensemble de points

= {(0)-(5)(5): () =

Trouver un sous-espace de dimension 1 H <{IR? atteignant

D := min dist(a, H)?
min, 3 dist(a, )
dim(H)=1

et déterminer D.
Solution. Soit A la matrice dont les lignes sont les points de M, 1.e.

0
-1
—4

3

o ot O

Par le Théoréme 3.20 du cours, nous devons trouver une décomposition ATA =
U diag(A1, A2)UT, et la colonne de U correspondant a la valeur propre la plus grande
engendrera le sous-espace voulu. Ainsi, on diagonalise ATA:

AT A — ( 26 —20>

—20 26
det(ATA — AI) = (26 — \)? — 400
— (A —46)(A — 6)

SR e G G EN ey

Donc le sous-espace H = {t(fl)] t € R} est le sous-espace voulu et la valeur D est

2
. 1 1
D= dist(a,H) = > |la]]® — = (aT< )) — 52 — 46 = 6.
acM aEM 2 -1
Exercice 3. Soit A, B € C**". Montrer que
|AB||7 < [|All¢||Bl|#
Solution. Soit A € C™*™ et soit £ € C*. On commence par montrer que

|Azll> < [[Allr[l2]2-



Sotent Ay,--- ,A, les lignes de A. On a
Alil}
Azl = |||
A.x )

= (AL &) + - + (AL, z)?

< VlAslBllel3 + - + [ Al Bl

= VI ALlB + - + | An| B[22
= ||4]|#||2]2,

ou l'inégalité découle de Cauchy-Schwarz.

Soit B € C™*™ et soient by,--- ,b, les colonnes de la matrice B. Alors

143l = (a5 4o

F
= I AbLJB + -+ (| Aba 3
< \/||A||%||b1H§ + -+ ||A||%]|bs]|3  par la premiére partie

= 1| 4][#\/I1B ] + - - + [1ba] 3
= ||All#||BlIs.

Exercice 4.

1. Pour les matrices P € R™ " et Q € R™*¢, s0it p; la 1-¢me colonne de P, et ¢7 la
1-eéme ligne de Q). Montrer que

PQ=> piql.
1=1

2. Soit A € R™*4 une matrice avec décomposition en valeurs singulieres A = PDQ,
avec r valeurs singuliéres oy,...,0,, 7 < d. Montrer qu’on a

A=>"oipg; .
i=1
3. Conclure que I’on peut représenter A comme

A =URY, UeR™7" ReR™, VR,

ou la matrice U est composée des premiéres r colonnes de P, V est composée
des premiéres r lignes de (), et R est une matrice diagonale avec les r valeurs
singulieres sur sa diagonale.



Solution.

1. Soit M;; la matrice telle que (M;;);; = 1, et (M;)se = 0 st (s,t) # (4,7). Alors,
on peut réécrire prqr = >, >, Pirdr; M5, et donc

S oy = >0 Digri M
k P
=> 3 Pirrj My
i 5 &

—_————
(PQ)ij

=22 (PQ);; M
— PQ.

2. On définit Q' = DQ, c’est-a-dire que l’on multiplie les lignes de Q par les
valeurs singuliéres : ¢ = 0,97 . Ainsi,

A=PDQ=PQ =) pqg" => oig; = oipq;,
-1 i—1 i—1

ot la derniere égalité suit du fait que o, = 0 pour 1 > r.

3. Dans la partie (2) on a vu qu’en fait il suffit de considérer les premiéres
r colonnes de P et les premiéres r lignes de Q'. Il ne reste qu’d observer
qu’on obtient les premiéres r lignes de Q', si ’on multiplie la sous-matrice
des premaéres r lignes de @ par une matrice diagonale r X r avec les valeurs
singuliéres sur la diagonale.

Exercice 5. Montrer Lemme 5.3 dans la polycopié:
On considere le systéme suivant

xi(t) = anuxi(t) +---4+ ax,(t)
x5(t) = anxi(t) +---+ amx,(t)

: )
X;,L(t) = U,n]_X]_(t) +-+ annxn(t)

ou les a;; € R. L’ensemble 2" = {x: x est une solution du systeme (1)} est un espace
vectoriel sur R.

Solution. Soient x,y : R = R™ avec x,y € &, a € R, et A= (a;;)1<ij<n la matrice
de systéme (1). Car x € 27, on a £x(t) = Ax(t), et le méme pour y. Donc,

2t ay)(t) = x(t) +aey(@)
= Ax(t) + ady(?)
= A(x(t) + ay(?)).



Alors, Z  est complété sous addition et multiplication par un scalaire. Les autres
propriétés resultant car 2 est une sous-ensemble de l’espace des fonctions differ-
entielles R — R".

Exercice 6. Soit A € R™*". Montrer que Se#* = Ae.

Solution. Par définition, on a

1 1 1
A:I+At+—t2A2+—t3A3+---+Et”A”+---

2! 3!
Alors
d At 1 2 1 2 43 1 n—1 An
—eM =0+ A+ —2tA*+ “3PA .+ —nt"TTAT +
dt 2! 3! n!
1 1 1
=04+ A+ —tA?+ A+ —— P TAT
1! 2! (n —1)!
—A(I+At+it2A2+lt3A3+-~+it”A”+~-)
B 2! 3! n!

= Ae’.
On peut ausst voir que:
d At _ d S t1A © gt AI

i dt(Z )=

— 7! o7 o=

tjflA] ooylAjl ootA]

Z(—l A Gy =4

Exercice 7. Montrer Lemme 5.12 dans la polycopié:
Pour A,Bc C*",si A-B= B-AonaeiB =e4eb.

Solution.
ey LA 3 Z( Jarmr s = 555 e A
n=0 k—0n—k

(o)

i i z k'A"’ > BT = e,

Exercice 8. (*) Soit A € R™™ une matrice symétrique et f(z) = 7 Az la forme quadra-
tique correspondante a A. Soit
A1
A=U- . ur
An
une factorisation de A telle que U = (uy,...,u,) € R**™ est orthogonale et A; > --- >

An. Pour 1</ <nona
max  f(z) = Aews (2)

et u,. 1 est une solution optimale.

Solution.



