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Série 10 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. Trouver la solution minimale des trois syst�emes d'�equations:

1: (+) x1 + x2 = b1 ; 2:

8>><
>>:
x1 = b1 ;

x1 = b2 ;

x1 = b3 ;

3:

8>>>>><
>>>>>:

4x1 = b1 ;

0x1 = b2 ;

7x3 = b3 ;

0x2 = b4 :

Solution. Soit A 2 Km�n, x 2 Kn�1, b 2 Km�1. La solution minimale du syst�eme

Ax = b, est d�e�nie comme x+ = A+b. Elle satisfait jjAx+ � bjj2 � jjAx � bjj2,
8x 2 Kn�1.

1. La matrice associ�ee au premier syst�eme est

A =
�
1 1

�
:

On peut trouver une d�ecomposition en valeurs singuli�eres A = PDQ. On

trouve

P = 1 ; D =
�p

2 0
�
; Q =

1p
2

 
1 1
1 �1

!
:

Donc on a

A+ = Q�D+P � =
1

2

 
1
1

!

et

x+ = A+b =
1

2

 
b1
b1

!
:

1



2. La matrice associ�ee au deuxi�eme syst�eme est

A =

0
B@11
1

1
CA :

On peut trouver une d�ecomposition en valeurs singuli�eres A = PDQ. On

trouve

P =

0
B@1=

p
3 �2=p6 0

1=
p
3 1=

p
6 �1=p2

1=
p
3 1=

p
6 1=

p
2

1
CA ; D =

0
B@
p
3
0
0

1
CA ; Q = 1 :

Donc on a

A+ = Q�D+P � =
1

3

�
1 1 1

�
et

x+ = A+b =
1

3
(b1 + b2 + b3) :

3. La matrice associ�ee au troisi�eme syst�eme est

A =

0
BBB@
4 0 0
0 0 0
0 0 7
0 0 0

1
CCCA :

On peut trouver une d�ecomposition en valeurs singuli�eres A = PDQ. On

trouve

P =

0
BBB@
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

1
CCCA ; D =

0
BBB@
7 0 0
0 4 0
0 0 0
0 0 0

1
CCCA ; Q =

0
B@0 0 1
1 0 0
0 1 0

1
CA :

Donc on a

A+ = Q�D+P � =

0
B@1=4 0 0 0

0 0 0 0
0 0 1=7 0

1
CA

et

x+ = A+b =

0
B@b1=40
b3=7

1
CA :
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Exercice 2. Consid�erer l'ensemble de points

M =

( 
1
0

!
;

 
0
�1
!
;

 
5
�4
!
;

 
0
3

!)
� R2:

Trouver un sous-espace de dimension 1 H E R2 atteignant

D := min
HER2

dim(H)=1

X
a2M

dist(a;H)2

et d�eterminer D.

Solution. Soit A la matrice dont les lignes sont les points de M , i.e.

A =

0
BBB@
1 0
0 �1
5 �4
0 3

1
CCCA :

Par le Th�eor�eme 3.20 du cours, nous devons trouver une d�ecomposition ATA =
U diag(�1; �2)U

T , et la colonne de U correspondant �a la valeur propre la plus grande

engendrera le sous-espace voulu. Ainsi, on diagonalise ATA:

ATA =

 
26 �20
�20 26

!

det(ATA� �I) = (26� �)2 � 400

= (�� 46)(�� 6)

) ATA =
1p
2

 
1 1
�1 1

! 
46

6

!
1p
2

 
1 �1
1 1

!

Donc le sous-espace H = ft
�

1
�1

�
j t 2 Rg est le sous-espace voulu et la valeur D est

D =
X
a2M

dist(a;H) =
X
a2M

kak2 � 1

2

 
aT
 

1

�1

!!2

= 52� 46 = 6:

Exercice 3. Soit A;B 2 Cn�n. Montrer que

kABkF � kAkFkBkF
Solution. Soit A 2 Cn�n et soit x 2 Cn. On commence par montrer que

kAxk2 � kAkFkxk2:
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Soient A1; � � � ; An les lignes de A. On a

kAxk2 =











0
BB@
A1x
...

Anx

1
CCA









2

=
q
hAᵀ

1; xi2 + � � �+ hAᵀ
n; xi2

�
q
kA1k22kxk22 + � � �+ kAnk22kxk22

=
q
kA1k22 + � � �+ kAnk22kxk2

= kAkFkxk2;

o�u l'in�egalit�e d�ecoule de Cauchy-Schwarz.

Soit B 2 Cn�n et soient b1; � � � ; bn les colonnes de la matrice B. Alors

kABkF =



�Ab1 � � � Abn

�



F

=
q
kAb1k22 + � � �+ kAbnk22

�
q
kAk2Fkb1k22 + � � �+ kAk2Fkbnk22 par la premi�ere partie

= kAkF
q
kb1k22 + � � �+ kbnk22

= kAkFkBkF :

Exercice 4.

1. Pour les matrices P 2 Rm�n et Q 2 Rn�d, soit pi la i-�eme colonne de P , et qTi la
i-�eme ligne de Q. Montrer que

PQ =
nX
i=1

piq
T
i :

2. Soit A 2 Rm�d une matrice avec d�ecomposition en valeurs singuli�eres A = PDQ,
avec r valeurs singuli�eres �1; : : : ; �r, r � d. Montrer qu'on a

A =
rX
i=1

�ipiq
T
i :

3. Conclure que l'on peut repr�esenter A comme

A = URV; U 2 Rm�r; R 2 Rr�r; V 2 Rr�d;

o�u la matrice U est compos�ee des premi�eres r colonnes de P , V est compos�ee
des premi�eres r lignes de Q, et R est une matrice diagonale avec les r valeurs
singuli�eres sur sa diagonale.
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Solution.

1. Soit Mij la matrice telle que (Mij)ij = 1, et (Mij)st = 0 si (s; t) 6= (i; j). Alors,
on peut r�e�ecrire pkq

T
k =

P
i

P
j pikqkjMij, et doncX

k

pkq
T
k =

X
k

X
i

X
j

pikqkjMij

=
X
i

X
j

X
k

pikqkj| {z }
(PQ)ij

Mij

=
X
i

X
j

(PQ)ijMij

= PQ:

2. On d�e�nit Q0 = DQ, c'est-�a-dire que l'on multiplie les lignes de Q par les

valeurs singuli�eres : q0Ti = �iq
T
i . Ainsi,

A = PDQ = PQ0 =
nX
i=1

piq
0T
i =

nX
i=1

�ipiq
T
i =

rX
i=1

�ipiq
T
i ;

o�u la derni�ere �egalit�e suit du fait que �i = 0 pour i > r.

3. Dans la partie (2) on a vu qu'en fait il su�t de consid�erer les premi�eres

r colonnes de P et les premi�eres r lignes de Q0. Il ne reste qu'�a observer

qu'on obtient les premi�eres r lignes de Q0, si l'on multiplie la sous-matrice

des premi�eres r lignes de Q par une matrice diagonale r� r avec les valeurs

singuli�eres sur la diagonale.

Exercice 5. Montrer Lemme 5.3 dans la polycopi�e:
On consid�ere le syst�eme suivant

x01(t) = a11x1(t) + � � �+ a1nxn(t)
x02(t) = a21x1(t) + � � �+ a2nxn(t)

...
x0n(t) = an1x1(t) + � � �+ annxn(t)

(1)

o�u les aij 2 R. L'ensemble X = fx : x est une solution du syst�eme (1)g est un espace
vectoriel sur R.

Solution. Soient x;y : R ! Rn avec x;y 2 X , � 2 R, et A = (ai;j)1�i;j�n la matrice

de syst�eme (1). Car x 2 X , on a d
d t
x(t) = Ax(t), et le même pour y. Donc,

d

d t
(x+ �y)(t) =

d

d t
x(t) + �

d

d t
y(t)

= Ax(t) + �Ay(t)

= A(x(t) + �y(t)):
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Alors, X est compl�et�e sous addition et multiplication par un scalaire. Les autres

propri�et�es resultant car X est une sous-ensemble de l'espace des fonctions di�er-

entielles R! Rn.

Exercice 6. Soit A 2 Rn�n. Montrer que d
dt
eAt = AeAt.

Solution. Par d�e�nition, on a

etA = I + At+
1

2!
t2A2 +

1

3!
t3A3 + � � �+ 1

n!
tnAn + � � �

Alors

d

dt
eAt = 0 + A+

1

2!
2tA2 +

1

3!
3t2A3 + � � �+ 1

n!
ntn�1An + � � �

= 0 + A+
1

1!
tA2 +

1

2!
t2A3 + � � �+ 1

(n� 1)!
tn�1An + � � �

= A(I + At+
1

2!
t2A2 +

1

3!
t3A3 + � � �+ 1

n!
tnAn + � � � )

= AeAt:

On peut aussi voir que:

d

dt
eAt =

d

dt
(
1X
j=0

tjAj

j!
) =

1X
j=1

jtj�1Aj

j!
=

1X
j=1

tj�1Aj

(j � 1)!
= A

1X
j=1

tj�1Aj�1

(j � 1)!
= A

1X
j=0

tjAj

(j)!
= AeAt:

Exercice 7. Montrer Lemme 5.12 dans la polycopi�e:
Pour A;B 2 Cn�n, si A �B = B � A on a eA+B = eAeB.

Solution.

eA+B =
1X
n=0

(A+B)n

n!
=

1X
n=0

1

n!

nX
k=0

 
n

k

!
AkBn�k =

1X
k=0

1X
n=k

1

k!(n� k)!
AkBn�k =

=
1X
k=0

1X
m=0

1

k!m!
AkBm =

1X
k=0

1

k!
Ak

1X
m=0

1

m!
Bm = eAeB:

Exercice 8. (*) Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique et f(x) = xTAx la forme quadra-
tique correspondante �a A. Soit

A = U �

0
BB@
�1

. . .

�n

1
CCAUT

une factorisation de A telle que U = (u1; : : : ; un) 2 Rn�n est orthogonale et �1 � � � � �
�n. Pour 1 � ` < n on a

max
x2Sn�1

x?u1;:::;x?u`

f(x) = �`+1 (2)

et u`+1 est une solution optimale.

Solution.
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