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Série 11 — Corrigé

L’exercice marqué d’un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines apres. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’apres et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de ’examen final.

Exercice 1. Trouver e** pour chacune des matrices suivantes :

0 N
a) (+) A= <0 y>’ ounz,yecC.

b) A= (_52 ;)

¢) Une matrice A € C™*™ qui satisfait A% = 0.

d) Une matrice A € C™*™ qui satisfait 4% = A.

Solution.
a) A= 0 ou z,y € C. Pour chaque nombre entier k > 0, on a (tA)* =
(tz)f 0O tA
< 0 (ty)) Donc, on peut calculer e** comme
oSS (@ D) (e o ) (e o)
= = L] = - = i | -
2o gl g\ 0 (ty) 0 I, 0 ¥

b) A= <_52 é) D’abord, on écrit A= PDP ! ou D est une matrice diagonale,

et ensuite on réécrit e* comme PetPP~l. Les valeurs propres de A sont

M =4 et A =3, et v, = (_11> et vy, = <_12> sont les vecteurs propres

correspondants. On met P = (vl ’Uz) = (_11 _12> Alors P! = <_21 _11>

4 0
0 3

1 1 e 0 2 1 et — g3t et _ f3
tA __ tD p—1 __ _
e’ =Pe"P = (—1 —2) (0 e3t> (—1 —1) - <2e3f _2e#t 2¢% _ e‘”) ‘

et A=PDP ! ouD= ( ) On obtient



¢) Si A% = 0 alors (tA)* = 0 pour tout nombre entier k > 2, donc e = LI+
1At=T+1A.

d) Si A% = A alors (tA)* = t*A pour tout nombre entier k > 1, donc

ooti ] ooti
A 7
et :I+;EA :I+;EA:I+(e’*—1)A.

Exercice 2. Soient A, B, P € C™*" telles que P est inversible et A = P 'BP. Montrer
que e = P leBp.

Solution. Par définition,

Or, comme PP™1 =1, on a

A*=(P'BP)*=pP 'BPP 'BP---P 'BP=P 'B*P,
k fois

donc
1 1
A _ 1pkp _ p-1 k _ p-1.B
e _kz_:OHP B*P=P <kz_:0k!B>P_P e” P

ou on peut échanger l’ordre de multiplication et d’addition car la somme converge.

Exercice 3. On considere le systéme

d
axl(t) = z:(t) — 2z2(2)

d
dt
avec les conditions initiales: z;(0) = a et z,(0) = B.

a) Ecrire le systéme en notation de vecteur matrice comme =’ = Az et z(0) = <a>.

B

b) Trouver les valeurs propres A; et A; de la matrice A,

c) Trouver la matrice S telle que et = Set*S~1, ol

(a0
=3 )

d) Résoudre l'equation z(t) = e*“z(0) pour trouver une solution du systéme orignal.

Solution.



a) La matrice A est donnée par A = <_12 _12>

b) Les valeurs propres de A sont Ay = —1 et Ay =3

¢) Les vecteurs propres sont vy = (1,1)" et v, = (—=1,1)", alors

s=(o w)=(; 1)

et _ %est
et 4 L3t
2
Alors la solution du systéeme orignal est

(@) _ (Get+ieta (et~ 2et)p
“\8) T (et —1e¥)a (fe'+ 1e¥)p

d) On trouve

l
— SetAs—l — <%e t+

l\JM—‘l\J\n—A
N[N

Exercice 4.
a) Soient a et b deux nombres réels tels que 0 < a < b. Trouver e*4, ol

A:(_ab g).

b) Trouver la solution du systéme suivant :

T, =2z, + 5z
T, = —5z1 + 2z,
sujet aux conditions initiales z;(0) = 2 et z»(0) = —1.

Solution.

a) L’équation caractéristique de A est
det(A—AI)=(A—a)* +b = (A —a—1b)(\—a+1b),

awnst les valeurs propres de A sont Ay =a —1b et \y = a+1b, et v, = < 1.)

et v, = (1) sont les vecteurs propres correspondants. Donc P"'AP = D,

ou P = (’Ul v2> et D = <a6bz afbi)’ et on a

1 1 e(afib)t 0
tA tD p—1 __
e’ = Pe"P "= <_,1; z> ( 0 e(a+ib)t> (

B %eat(efibt + eibt) 'eat(efibt _ eibt)
- %eat(_e—ibt + eibt) eat(e—ibt + eibt)

_ (e“tcos(bt) e sin(b ))
—e®sin(bt) e cos(bt)

N[N
| N e
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2 5
-5 2/’
Awnst la solution au systéme d’équations est

(2) = gl sme) ) (=40

Pour les conditions initiales z;(0) = 2 et z5(0) = —1, on obtient

e? cos(5t) e sin(5t)

b) Ici, A= alors par la partie a), on a que e = <

z:(t) = e*(2cos(5t) — sin(5t))
T5(t) = e*(— cos(5t) — 2sin(5t)).

21

Exercice 5. Soit A = (O 9

> € R?*2, Résoudre 'equation ' = Az avec conditions
... 1
initiales z(0) = <2>

2 1

Solution. Soit A = <0 9

). On a léquation ' = Az avec conditions initiales

z(0) = <;> La solution du systéme est

e z(0)

01

Alors, il faut trouver et*. Soit B = <O 0

). On peut écrire

Comme les deux matrices 21, et B sont commutatives, on peut utiliser e? = e?22¢5.

Maintenant, on voit que B? =0 alors et? = I +tB et on trouve que

A e 0\ (1 t\ [e* te*
~\0 e*)\0 1) {0 e*

et la solution est donnée par
e2t te2t 1 B th + 2te2t
0 e*)\2) 2e% :

0o 1 1
Exercice 6. Soit A= | 2 1 —1| € R®*3, Soit T : R® — R3 ’application linéaire
-6 -5 -3
associée a cette matrice A. Trouver des sous-espaces Vi, V, C R® qui satisfont les
conditions du Lemme 5.20, c’est-a-dire R* =V, @ Vo, T(V;) C V; et Ty, = N; + A1, ou
N;: V; — V; est nilpotente, pour : = 1, 2.

—e? gin(5t) e* cos(5t)

)



Solution. On va suivre la démonstration du Lemme 5.20 pour trouver ces sous-
espaces. On cherche d’abord les wvaleur propres de la matrice A. On voit que
pa(z) = (z + 2)%(z — 2). On calcule alors les espaces des vecteurs propres pour

—2 et pour 2. On a que ker(A — 2I) = span{ (Zi } et ker(A + 2I) = span{ —11 }.
On remarquant que dim(ker(A + 2I)) =1 < 7;51(—2) = 2 on voit que la m;,im’ce
A n’est pas diagonalisable. On calcule alors ker((A + 2I)?) = span{ —11 , 8 }.
-1 1
1 0 0
On va maintenant voir que V; =span{| —1|,[0|} et V3 =span{| 1 |} sont des
-1 1 -1

sous-espaces qui satisfont toutes les conditions du Lemme 5.20.
T(V,) C V, est facile @ voir, vu que Vo est emgendré par un vecteur propre.

a
Pour voir gue T(Vy) C Vi on prend un vecteur v = —a € Vi, pour a,bc R et
—a+b
—2a+b
on regarde l'tmage T(v). T(v) = | 2a—b | qut est clairement encore un vecteur
2a — 3b
1 0
de Vy car il peut étre écrit comme (—2a+b) | —1| —2b|0
-1 1

Encore une fois, vu que V, est composé d’un vecteur propre, il est facile de
voir que Tjy, = Ny + 21, o N, = 0.

Pour V; on peut voir que Ty, = (T + 2I)y, — (2I)v,. Maintenant on veut voir
que Ny = (T + 2I)y, est nilpotente. On peut utilise la définition de Vy: en fait,
comme Vi = ker((A + 2I)?) on sait que (N1)%, = 0. On peut aussi vérifier cette
condition directement:

0 0 0 —a 0
(A+2)?*=]|16 16 0|,=(4A+2)*| a |=|0
~16 —16 0 a+b 0

Il reste finalement & voir que R® = Vi @ V5. Pour cela, il suffit de montrer
que les vecteurs sont indépendants, ce qu’on peut faire facilement en vérifiant que

1 0 O
det | -1 0 1 | #0 et que ViNVy ={0} en résolvant le systéme
-1 1 -1
a 0
—a |=1|c¢]|,
—a+b —C

dont la seule solution possible est a =b=c = 0.



Exercice 7. (*)

Soit A € C™**™ et soient J une forme normale de Jordan de A, P la matrice de passage
associée (A = PJP1).

Le but de cet exercice est de montrer que le nombre de blocs de Jordan sur J associé
a une valeur propre ) est exactement dimker(A — AI).

a) Soit S = <Sl 0 > une matrice blocs diagonale. Montrer que

0 S
rang(S) = rang(S;) + rang(Ss)

Généraliser pour p blocs sur la diagonale. (Indice : Considérer les lignes linéairement
indépendantes de S;, .Ss).

b) Soit B = U + AI € C?%? un bloc de Jordan, ou U est I’application de décalage.
Montrez que la seule valeur propre de B est A et que 1’espace propre associé est
engendré par e;. Déduisez dimIm(B — A\I) = ¢ — 1.

c) Soient By, ..., By ’ensemble des blocs de Jordan sur J associé a une valeur propre
A. Déduire de a) et b) que dim Im(J — AI) = n — k. En déduire que dim ker(A —
Al =k.

Solution.



