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Série 11 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. Trouver etA pour chacune des matrices suivantes :

a) (+) A =

 
x 0
0 y

!
, o�u x; y 2 C.

b) A =

 
5 1
�2 2

!
.

c) Une matrice A 2 Cn�n qui satisfait A2 = 0.

d) Une matrice A 2 Cn�n qui satisfait A2 = A.

Solution.

a) A =

 
x 0
0 y

!
o�u x; y 2 C. Pour chaque nombre entier k � 0, on a (tA)k = 

(tx)k 0
0 (ty)k

!
. Donc, on peut calculer etA comme

etA =
1X
k=0

1

k!
(tA)k =

1X
k=0

1

k!

 
(tx)k 0
0 (ty)k

!
=

0
@P1

k=0
(tx)k

k!
0

0
P1

k=0
(ty)k

k!

1
A =

 
etx 0
0 ety

!
:

b) A =

 
5 1
�2 2

!
. D'abord, on �ecrit A = PDP�1 o�u D est une matrice diagonale,

et ensuite on r�e�ecrit etA comme PetDP�1. Les valeurs propres de A sont

�1 = 4 et �2 = 3, et v1 =

 
1
�1

!
et v2 =

 
1
�2

!
sont les vecteurs propres

correspondants. On met P =
�
v1 v2

�
=

 
1 1
�1 �2

!
. Alors P�1 =

 
2 1
�1 �1

!

et A = PDP�1, o�u D =

 
4 0
0 3

!
. On obtient

etA = PetDP�1 =

 
1 1
�1 �2

! 
e4t 0
0 e3t

! 
2 1
�1 �1

!
=

 
2e4t � e3t e4t � et3

2e3t � 2e4t 2e3t � e4t

!
:
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c) Si A2 = 0 alors (tA)k = 0 pour tout nombre entier k � 2, donc etA = 1
0!
I +

1
1!
At = I + tA.

d) Si A2 = A alors (tA)k = tkA pour tout nombre entier k � 1, donc

etA = I +
1X
i=1

ti

i!
Ai = I +

1X
i=1

ti

i!
A = I + (et � 1)A:

Exercice 2. Soient A;B; P 2 Cn�n telles que P est inversible et A = P�1BP . Montrer
que eA = P�1eBP .

Solution. Par d�e�nition,

eA =
1X
k=0

1

k!
Ak:

Or, comme PP�1 = I, on a

Ak = (P�1BP )k = P�1BPP�1BP � � �P�1BP| {z }
k fois

= P�1BkP;

donc

eA =
1X
k=0

1

k!
P�1BkP = P�1

 
1X
k=0

1

k!
Bk

!
P = P�1eBP

o�u on peut �echanger l'ordre de multiplication et d'addition car la somme converge.

Exercice 3. On consid�ere le syst�eme

d

dt
x1(t) = x1(t)� 2x2(t)

d

dt
x2(t) = �2x1(t) + x2(t)

avec les conditions initiales: x1(0) = � et x2(0) = �.

a) �Ecrire le syst�eme en notation de vecteur matrice comme x0 = Ax et x(0) =

 
�

�

!
.

b) Trouver les valeurs propres �1 et �2 de la matrice A,

c) Trouver la matrice S telle que etA = Set�S�1, o�u

� =

 
�1 0
0 �2

!

d) R�esoudre l'equation x(t) = etAx(0) pour trouver une solution du syst�eme orignal.

Solution.
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a) La matrice A est donn�ee par A =

 
1 �2
�2 1

!
.

b) Les valeurs propres de A sont �1 = �1 et �2 = 3

c) Les vecteurs propres sont v1 = (1; 1)> et v2 = (�1; 1)>, alors

S =
�
v1 v2

�
=

 
1 �1
1 1

!

d) On trouve

etA = Set�S�1 =

 
1
2
e�t + 1

2
e3t 1

2
e�t � 1

2
e3t

1
2
e�t � 1

2
e3t 1

2
e�t + 1

2
e3t

!

Alors la solution du syst�eme orignal est

etA
 
�

�

!
=

 
(1
2
e�t + 1

2
e3t)� (1

2
e�t � 1

2
e3t)�

(1
2
e�t � 1

2
e3t)� (1

2
e�t + 1

2
e3t)�

!

Exercice 4.

a) Soient a et b deux nombres r�eels tels que 0 < a < b. Trouver etA, o�u

A =

 
a b

�b a

!
:

b) Trouver la solution du syst�eme suivant :

x01 = 2x1 + 5x2

x02 = �5x1 + 2x2

sujet aux conditions initiales x1(0) = 2 et x2(0) = �1.

Solution.

a) L'�equation caract�eristique de A est

det(A� �I) = (�� a)2 + b2 = (�� a� ib)(�� a+ ib);

ainsi les valeurs propres de A sont �1 = a� ib et �2 = a+ ib, et v1 =

 
1
�i

!

et v2 =

 
1
i

!
sont les vecteurs propres correspondants. Donc P�1AP = D,

o�u P =
�
v1 v2

�
et D =

 
a� bi 0
0 a+ bi

!
, et on a

etA = PetDP�1 =

 
1 1
�i i

! 
e(a�ib)t 0

0 e(a+ib)t

! 
1
2

i
2

1
2
� i

2

!

=

 
1
2
eat(e�ibt + eibt) i

2
eat(e�ibt � eibt)

i
2
eat(�e�ibt + eibt) 1

2
eat(e�ibt + eibt)

!

=

 
eat cos(bt) eat sin(bt)
�eat sin(bt) eat cos(bt)

!
:
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b) Ici, A =

 
2 5
�5 2

!
, alors par la partie a), on a que etA =

 
e2t cos(5t) e2t sin(5t)
�e2t sin(5t) e2t cos(5t)

!
.

Ainsi la solution au syst�eme d'�equations est 
x1
x2

!
=

 
e2t(cos(5t) + sin(5t))
e2t(� sin(5t) + cos(5t))

! 
x1(0)
x2(0)

!
:

Pour les conditions initiales x1(0) = 2 et x2(0) = �1, on obtient

x1(t) = e2t(2 cos(5t)� sin(5t))

x2(t) = e2t(� cos(5t)� 2 sin(5t)):

Exercice 5. Soit A =

 
2 1
0 2

!
2 R2�2. R�esoudre l'equation x0 = Ax avec conditions

initiales x(0) =

 
1
2

!
.

Solution. Soit A =

 
2 1
0 2

!
. On a l'�equation x0 = Ax avec conditions initiales

x(0) =

 
1
2

!
. La solution du syst�eme est

eAtx(0)

Alors, il faut trouver etA. Soit B =

 
0 1
0 0

!
. On peut �ecrire

A = 2I2 +B

Comme les deux matrices 2I2 et B sont commutatives, on peut utiliser eA = e2I2eB.
Maintenant, on voit que B2 = 0 alors etB = I + tB et on trouve que

etA =

 
e2t 0
0 e2t

! 
1 t

0 1

!
=

 
e2t te2t

0 e2t

!

et la solution est donn�ee par 
e2t te2t

0 e2t

! 
1
2

!
=

 
e2t + 2te2t

2e2t

!
:

Exercice 6. Soit A =

0
B@ 0 1 1

2 1 �1
�6 �5 �3

1
CA 2 R3�3. Soit T : R3 �! R3 l'application lin�eaire

associ�ee �a cette matrice A. Trouver des sous-espaces V1; V2 � R3 qui satisfont les
conditions du Lemme 5.20, c'est-�a-dire R3 = V1 � V2, T (Vi) � Vi et TjVi = Ni + �iI, o�u
Ni : Vi ! Vi est nilpotente, pour i = 1; 2.
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Solution. On va suivre la d�emonstration du Lemme 5.20 pour trouver ces sous-
espaces. On cherche d'abord les valeur propres de la matrice A. On voit que
pA(x) = (x + 2)2(x � 2). On calcule alors les espaces des vecteurs propres pour

�2 et pour 2. On a que ker(A� 2I) = spanf

0
B@ 0

1
�1

1
CAg et ker(A+ 2I) = spanf

0
B@ 1
�1
�1

1
CAg.

On remarquant que dim(ker(A + 2I)) = 1 < ma(�2) = 2 on voit que la matrice

A n'est pas diagonalisable. On calcule alors ker((A + 2I)2) = spanf

0
B@ 1
�1
�1

1
CA ;

0
B@00
1

1
CAg.

On va maintenant voir que V1 = spanf

0
B@ 1
�1
�1

1
CA ;

0
B@00
1

1
CAg et V2 = spanf

0
B@ 0

1
�1

1
CAg sont des

sous-espaces qui satisfont toutes les conditions du Lemme 5.20.
T (V2) � V2 est facile �a voir, vu que V2 est engendr�e par un vecteur propre.

Pour voir que T (V1) � V1 on prend un vecteur v =

0
B@ a

�a
�a+ b

1
CA 2 V1, pour a; b 2 R et

on regarde l'image T (v). T (v) =

0
B@�2a+ b

2a� b

2a� 3b

1
CA qui est clairement encore un vecteur

de V1 car il peut être �ecrit comme (�2a+ b)

0
B@ 1
�1
�1

1
CA� 2b

0
B@00
1

1
CA.

Encore une fois, vu que V2 est compos�e d'un vecteur propre, il est facile de
voir que TjV2 = N2 + 2I, o�u N2 = 0.

Pour V1 on peut voir que TjV1 = (T + 2I)jV1 � (2I)jV1. Maintenant on veut voir
que N1 = (T + 2I)jV1 est nilpotente. On peut utilise la d�e�nition de V1: en fait,
comme V1 = ker((A + 2I)2) on sait que (N1)

2
jV1

= 0. On peut aussi v�eri�er cette
condition directement:

(A+ 2I)2 =

0
B@ 0 0 0

16 16 0
�16 �16 0

1
CA ;) (A+ 2I)2

0
B@ �a

a

a+ b

1
CA =

0
B@00
0

1
CA :

Il reste �nalement �a voir que R3 = V1 � V2. Pour cela, il su�t de montrer
que les vecteurs sont ind�ependants, ce qu'on peut faire facilement en v�eri�ant que

det

0
B@ 1 0 0
�1 0 1
�1 1 �1

1
CA 6= 0 et que V1 \ V2 = f0g en r�esolvant le syst�eme

0
B@ a

�a
�a+ b

1
CA =

0
B@ 0
c

�c

1
CA ;

dont la seule solution possible est a = b = c = 0.
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Exercice 7. (*)

Soit A 2 Cn�n et soient J une forme normale de Jordan de A, P la matrice de passage
associ�ee (A = PJP�1).
Le but de cet exercice est de montrer que le nombre de blocs de Jordan sur J associ�e
�a une valeur propre � est exactement dimker(A� �I).

a) Soit S =

 
S1 0
0 S2

!
une matrice blocs diagonale. Montrer que

rang(S) = rang(S1) + rang(S2)

G�en�eraliser pour p blocs sur la diagonale. (Indice : Consid�erer les lignes lin�eairement
ind�ependantes de S1; S2).

b) Soit B = U + �I 2 Cq�q un bloc de Jordan, o�u U est l'application de d�ecalage.
Montrez que la seule valeur propre de B est � et que l'espace propre associ�e est
engendr�e par e1. D�eduisez dim Im(B � �I) = q � 1.

c) Soient B1; :::; Bk l'ensemble des blocs de Jordan sur J associ�e �a une valeur propre
�. D�eduire de a) et b) que dim Im(J � �I) = n� k. En d�eduire que dimker(A�
�I) = k.

Solution.
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