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Série 12 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Soit A =

0
BBB@
7 1 �8 �1
0 3 0 0
4 2 �5 �1
0 �4 0 �1

1
CCCA 2 R4�4. Soit T : R4 �! R4 l'application

lin�eaire associ�ee �a cette matrice A. Trouver des sous-espaces V1; V2 � R4 qui satisfont
les conditions du Lemme 5.20, c-�a-d R4 = V1 � V2, T (Vi) � Vi et TjVi = Ni + �iI, o�u
Ni : Vi ! Vi est nilpotente, pour i = 1; 2.

Solution. Le polynôme caract�eristique de A est donn�e par pA(x) = (x� 3)2(x+ 1)2.
Alors on pose V1 = ker((A�3I4)

2) et V2 = ker((A+I4)
2). On trouve en �echelonnant:

V1 = ker

0
BBB@
1 0 �2 �1
0 1 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CCCA = spanf

0
BBB@
2
0
1
0

1
CCCA ;

0
BBB@

0
2
1
�2

1
CCCAg;

et

V2 = ker

0
BBB@
1 0 �1 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CCCA = spanf

0
BBB@
1
0
1
0

1
CCCA ;

0
BBB@
0
0
0
1

1
CCCAg:

En suivant la d�emonstration du Lemme 5.20, on peut, de mani�ere similaire �a
l'exercice 6 de la s�erie 11, v�eri�er que ces sous-espaces satisfont les propri�et�es
requises.

Exercice 2. Compl�eter la preuve du th�eor�eme 5:22: Montrer que les orbites de

x1; : : : ; xi�1; y; xi+1; : : : ; x`

engendrent encore V . (O�u les xi et y sont les mêmes que dans le d�emonstration du
th�eor�eme 5:22).
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Solution. Rappelons que

xi =
1

i
y �

1

i

X
j2J;j 6=i

jN
mj�1�mxj:

Ainsi, pour tout �el�ement Nkxi de l'orbite de xi, on a

Nkxi =
1

i
Nky �

1

i

X
j2J;j 6=i

jN
mj�1�(m�k)xj:

Ceci implique que tout �el�ement qui est une combinaison lin�eaire des �el�ements des
orbites de x1; : : : ; xl peut être �ecrit comme combinaison lin�eaire des �el�ements des
orbites de

x1; : : : ; xi�1; y; xi+1; : : : ; xl:

Exercice 3. Soit T : V ! V un endomorphisme et soit V1; :::; Vk une d�ecomposition de V
tel que V = V1 � � � � � Vk, T (Vi) � Vi et TjVi = Ni + �iI, o�u Ni : Vi ! Vi est nilpotente.
Montrez que :

a) Vi � ker(T � �iI)
ai pour un entier ai tel que N

ai
i = 0.

b) Les �1; :::; �k sont des valeurs propres (pas forc�ement distinctes) de T . (Indice :
Prendre vi 2 Vi bien choisi).

c) Le polynôme f(x) =
Qk

i=1(x��i)
ai annule T . (Indice : Montrer que f(T )(v) = 0

pour tout v 2 V en utilisant la d�ecomposition de V et le premier point).

d) En d�eduire que l'ensemble f�1; :::; �kg contient toutes les valeurs propres de T
(Indice : Si v 6= 0 est un vecteur propre de T de valeur propre �, exprimer
f(T )(v) en fonction de f , �, et v).

e) En d�eduire que les valeurs sur la diagonale de n'importe quelle forme normale
de Jordan de T constituent l'ensemble des valeurs propres de T .

Solution.

a) Pour un i �x�e, soit v 2 Vi et ai le plus petit entier tel que Nai
i = 0. Comme

TjVi(u) = T (u) 8u 2 Vi et T (Vi) � Vi, on a

(T � �iI)
ai(v) = (TjVi � �iI)

ai(v)

= (Ni + �iI � �iI)
ai(v)

= Nai
i (v)

= 0:
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b) Soit ai le plus petit entier tel que Nai
i = 0. Alors

f0g 6= Nai�1
i (Vi) = (T � �iI)

ai�1(Vi)

et donc on peut choisir un vecteur 0 6= v 2 (T � �iI)
ai�1(Vi) � Vi. Pour ce

vecteur, on a
(T � �iI)(v) 2 (T � �iI)

ai(Vi) = f0g

car Vi � ker(T � �iI)
ai par le point a). Ainsi, v est un vecteur propre de

valeur propre �i.

c) Soit v 2 V . On peut �ecrire v =
Pk

i=1 vi avec vi 2 Vi. Remarquons que
(T � �iI)

ai(vj) 2 Vj pour tout vj 2 Vj (car T et I envoient Vj dans Vj), et
donc en appliquant les termes (T � �jI)

aj l'un apr�es l'autre, on obtient

f(T )(v) =

 
kY

i=1

(T � �iI)
ai

!
(v)

=

 
kY

i=1

(T � �iI)
ai

!
(v1 + � � �+ vk)

=

 
k�1Y
i=1

(T � �iI)
ai

!
((T � �kI)

ak(v1 + : : : vk))

=

 
k�1Y
i=1

(T � �iI)
ai

!0BB@(T � �kI)
ak(v1)| {z }

=:v0

1
2V1

+ � � �+ (T � �kI)
ak(vk)| {z }

=0

1
CCA

=

 
k�1Y
i=1

(T � �iI)
ai

!
(v01 + � � �+ v0k�1)

...

= 0:

o�u on a utilis�e que Vi � ker(T � �i)
ai par la partie a).

d) Si v 2 V est un vecteur propre de valeur propre � =2 f�1; : : : ; �kg, remarquons
que pour tout i, on a

(T � �iI)(v) = (�� �i)| {z }
6=0

v

) (T � �iI)
ai(v) = (�� �i)

aiv

)

 
kY

i=1

(T � �iI)
ai

!
(v) =

kY
i=1

(�� �i)
aiv

6= 0:

e) On a montr�e que f�1; : : : ; �kg contient toutes les valeurs propres de T (par-
tie d)), et que chaque �i est une valeur propre. Si J est une forme nor-
male de Jordan quelconque de T , on peut trouver une d�ecomposition de T
comme dans l'�enonc�e du lemme 5.20 de sorte que les �i sont pr�ecis�ement
les �el�ements diagonaux de J.
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Exercice 4. Vrai ou faux:

a) Si J est la forme normale de Jordan pour une matrice A, J2 est la forme normale
de Jordan pour A2.

b) Si A et B sont deux matrices 2 Cn�n, les matrices AB et BA ont les mêmes
formes normales de Jordan.

Solution.

a) Faux. Soit J une matrice en forme de Jordan. On a que J2 n'est pas
n�ecessairement une matrice en forme de Jordan. Par exemple si

J =

0
B@1 1 0
0 1 1
0 0 1

1
CA ;

alors

J2 =

0
B@1 2 1
0 1 2
0 0 1

1
CA ;

et on voit clairement que J2 n'est pas en forme de Jordan.

b) Faux. La multiplication n'est pas commutative. Par exemple on peut con-
sid�erer

A =

 
1 1
0 0

!
; B =

 
0 1
0 0

!
;

et on obtient

AB =

 
0 1
0 0

!
; BA =

 
0 0
0 0

!
:

AB et BA sont deux matrices en forme de Jordan di��erentes.

Exercice 5. Donner la forme normale de Jordan J pour la matrice

A =

0
B@ 9 4 5
�4 0 �3
�6 �4 �2

1
CA :

Solution. On commence par trouver les valeurs propres de A. On a que le polynôme
caract�eristique de A est

pA(�) = (�� 2)2(�� 3) :

donc la forme normale de Jordan de A est

J1 =

0
B@2 0 0
0 2 0
0 0 3

1
CA ou J2 =

0
B@2 1 0
0 2 0
0 0 3

1
CA :

La multiplicit�e g�eom�etrique de � = 2 est 1, donc A n'est pas diagonalisable et la
forme normale de Jordan J est J = J2.
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Exercice 6. Soit J un bloc Jordan de taille k � k avec � sur la diagonale. Montrer que

a) Le polynôme caract�eristique de J est pJ(t) = (�� t)k.

b) J poss�ede � comme seule valeur propre.

c) Le polynôme minimal de J est mJ(t) = (�� t)k.

d) La multiplicit�e g�eom�etrique de � est 1.

Solution.

a) Le polynôme caract�eristique de J est pJ(x) = det(J � xI) = (�� x)k.

b) Comme pJ(x) = (��x)k, � est la seule valeur propre de J, et sa multiplicit�e
alg�ebrique est k.

c) Par le Th�eor�eme d'Hamilton-Cayley, pJ(J) = 0. Le polynôme mJ(J) est
le polynôme unitaire de degr�e minimal parmi ceux qui annulent J, c-�a-d
q(J) = 0. Par le Th�eor�eme 4.18 (point 2)), mJ(J) doit diviser pJ(J) et
donc mJ(x) = (�� x)m o�u 0 � m � k. Comme (J � �I)k�1 est une matrice
non-nulle (v�eri�er que ((J��I)k�1)1;k = 1), on a m > k�1, donc forc�ement
m = k et mJ(x) = pJ(x) = (�� x)k.

d) Un vecteur propre de J satisfait

0 = (J � �I)

0
BBBB@
x1
x2
...
xk

1
CCCCA =

0
BBBBB@
0 1

0
. . .
. . . 1

0

1
CCCCCA

0
BBBB@
x1
x2
...
xk

1
CCCCA =

0
BBBB@
x2
...
xk
0

1
CCCCA ;

donc les vecteurs propres de J sont pr�ecis�ement les vecteurs fte1 : t 2 Cg.
La multiplicit�e g�eom�etrique de � est donc 1.

Exercice 7. Soit V = F3
3 muni de la forme bilin�eaire standard. SoitW = spanf(1; 1; 1)Tg.

i) Montrer que W �W?.

ii) Montrer q'il existe 0 6= u 2 V n (W +W?).

Cela montre que pour une forme bilin�eaire non-d�eg�en�er�ee, on a pas n�ecessairement
W �W? = V .

Solution. i) W = f(0; 0; 0)T ; (1; 1; 1)T ; (2; 2; 2)Tg.

*0B@aa
a

1
CA ;

0
B@bb
b

1
CA
+
= 3ab � 0 mod 3;

alors hw;w0i = 0 pour tout w;w0 2W , W �W?.
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ii) Observons que

W? =
n
v 2 F3

3 j v1 + v2 + v3 � 0 mod 3
o
;

car h(a; a; a)T ; (v1; v2; v3)i = a(v1 + v2 + v3) et donc v1 + v2 + v3 � 0 mod 3
pour a 6= 0. Ainsi (1; 1; 0)T =2W? = W +W? d'apr�es la partie i).

Exercice 8. (*) On consid�ere un syst�eme di��erentiel x0 = Ax et on suppose que A est
une matrice nilpotente, si bien que Am = 0 pour un certain entier m > 0. Montrer

que, dans une solution x(t) =

0
BB@

x1(t)
...

xn(t)

1
CCA, chaque fonction xi(t) est un polynôme en t

et qu'il est de degr�e au plus m� 1.

Solution.
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