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Série 14

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Soit A 2 Zm�n une matrice de rang ligne plein, et n > m. Mon-
trer qu'il existe b1; : : : ; bk 2 Zn lin�eairements ind�ependants sur R tels que kerZ(A) =
f
Pk

i=1 xibijxi 2 Zg. Le noyau kerZ est d�e�ni par fx 2 ZnjAx = 0g.

Exercice 2. Soit A 2 Zm�n et d 2 Z un nombre entier qui divise chaque composante de
A. Montrer que si U 2 Zm�m et V 2 Zn�n sont des matrices unimodulaires, alors d
divise chaque composante de U � A � V .

Exercice 3. Calculer la forme normale de Smith pour

A =

2
6664

3 12 9 0 �3
4 1 0 1 1
7 3 21 0 8
7 6 4 5 2

3
7775 ; B =

2
6664

3 12 9 0 �3
4 1 0 1 1
5 �5 15 0 10
7 6 4 5 2

3
7775

Exercice 4. Soit A 2 Zm�n et rang(A) = m. L'ensemble �(A) := fAx; x 2 Zng est un
r�eseau entier g�en�er�e par A. Parmi les matrices suivantes, lesquelles g�en�erent le même
r�eseau?

A1 =

0
BBB@

4 2 2 0
�4 �1 0 1
0 2 1 2
5 0 �3 �2

1
CCCA ; A2 =

0
BBB@

3 0 �6 0
1 �1 1 �1
0 1 0 �1
0 �3 2 1

1
CCCA ; A3 =

0
BBB@

2 2 6 0
0 0 �3 1
4 1 3 2
�2 �3 0 �2

1
CCCA :

1



Exercice 5. Calculer la forme normale de Jordan de la matrice suivante :

A =

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0 0 108
1 0 0 0 0 0 0 �324
0 1 0 0 0 0 0 279
0 0 1 0 0 0 0 22
0 0 0 1 0 0 0 �115
0 0 0 0 1 0 0 16
0 0 0 0 0 1 0 17
0 0 0 0 0 0 1 �2

1
CCCCCCCCCCCCCA

dont les valeurs propres sont 1; 2;�3.

Exercice 6. Soit A 2 Cn�n un bloc Jordan avec � sur la diagonale. Soit x 2 Rn un
vecteur. Montrer que

(eAtx)i =
nX
j=i

xjt
j�i

(j � i)!
e�t:

Exercice 7. Soit Q : R3 ! R une application telle que Q(x) = 9x21+7x22+11x23�8x1x2+
8x1x3.

a) Trouver une matrice sym�etrique A 2 R3�3 telle que Q(x) = xTAx pour tout
x 2 R3.

b) Soit B la base canonique. Trouver une base B0 = fv1; v2; v3g, telle que Q(x) =
[x]TB0D[x]B0, o�u D est une matrice diagonale.

Exercice 8. Soit B 2 Zn�n telle que B = (b1; : : : ; bn) et det(B) 6= 0. Soit � =
Q

n

i=1
kbik

det(B)
. Si

v = Bx, x 2 Znnf0g est un vecteur le plus court de �(B), alors kxk1 � �.
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