Prof. Friedrich Eisenbrand 03 Juin 2022

Algebre linéaire avancée Il
printemps 2022

Série 14 — Corrigé

L’exercice marqué d’un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines apres. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’aprés et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l’examen final.

Exercice 1. (4) Soit A € Z™*™ une matrice de rang ligne plein, et n > m. Mon-
trer qu’il existe by,...,b; € Z™ linéairements indépendants sur R tels que kery(A4) =
{>F | z,b;|z; € Z}. Le noyau kery, est défini par {z € Z"|Az = 0}.

Solution. Soit U € Z™*™ unimodulaire telle que AU = [H|0] est en forme normale
d’Hermate.

Az =0
& AU (U ') =0
T
& [H|0]z =0
& Vied{l,...,m}: z,=0.
Donc, comme z = Uz, ker(A) = span{umy1,...,Un}, OU u; est la i-éme colonne de

U.

Exercice 2. Soit A € Z™*" et d € Z un nombre entier qui divise chaque composante de
A. Montrer que si U € Z™™ et V € Z™*™ sont des matrices unimodulaires, alors d
divise chaque composante de U - A - V.

Solution. Si d divise toutes les composantes de A, alors le gcd de chague ligne (resp.
colonne) est un multiple de d. Comme les opérations unimodulaires ne change
pas le gcd d’une ligne (resp. colonne), d va diviser le gcd de toutes les lignes
(resp. colonnes) de UAV et donc chaque composante de UAV .

Exercice 3. Calculer la forme normale de Smith pour

3 12 9 0 -3 3 12 9 0 -3
4 1 0 1 1 4 1 0 1 1
A= 7 3 21 0 8]’ B= 5 -5 15 0 10
7 6 4 5 2 7 6 4 5 2



Solution. La forme normale d’Hermite de
A est donnée par :

A]_:

O N O W
OO = O
o o1t O O
— O O O
O O O O

On échange les lignes 1 et 3 de A;. La
forme normale d’Hermaite de cette nou-
velle matrice est donnée par :

100 00
01 0 00
A2_901500
00 0 10

On soustrait 9-fois la ligne 1 de Ay a la
ligne 3 de A;. On obtient :

0 0
1 0
0 15
0 0

A3:

OO O
— O O O
O O OO

On échange les lignes 3 et 4 et les
colonnes 3 et 4 de Az. On obtient alors
la forme normale de Smath :

o O o

A4:

O O O
[N el o]
o= OO
—
ot
o O oo

La forme normale d’Hermaite de B
est donnée par :

30000
01000

31_00500'
00010

On ajoute la 3-iéme ligne de By, a la
premaére ligne de B,. La forme normale
d’Hermaite de cette nouvelle matrice est
donnée par :

1 0 0 00O
01 0 00
32_1001500'
000 10

On soustrait 10-fois la ligne
la ligne 3 de B,. On obtient :

1d€Bgd

10 0 00
01 0 00O
B3_001500'
00 0 10

On échange les lignes 3 et 4 et les
colonnes 3 et 4 de B;. On obtient alors
la forme normale de Smath :

ocor o
or oo
=

ho oo
eX=N=X=

Exercice 4. Soit A € Z™™ et rang(A) = m. L’ensemble A(A) := {Az,z € Z"} est un
réseau entier généré par A. Parmi les matrices suivantes, lesquelles générent le méme

réseau”?
4 2 2 0 3
-4 -1 0 1 1
A = 0o 2 1 21| 4z = 0
5 0 -3 -2 0

0 -6 0 2 2 6 0
-1 1 -1 4|0 0 -3 1
1 0 =1}/’ 3714 1 3 2
-3 2 1 -2 -3 0 -2



Solution. Pour gquelgques matrices unitaires Uy, Uy, Us, on a

2000 3000
0100 0100
A1U1_1230_A3U3’ A2U2—0010‘
0001 001 2

Comme la forme normale d’Hermate est unique, et une matrice unimodulaire est
un automorphisme sur Z", A, et A, générent le méme réseau, mais As génére un
autre réseau.

Exercice 5. Calculer la forme normale de Jordan de la matrice suivante :

108
—324
279
22
—115
16
17
-2

OO O OO+ o
[eNeNeoNeol el ]
OO0 O, OOOoO
O OO OO OO
O OO OO Oo
R O O 0O OoOOo
R O OO OO oo

0 00 00

dont les valeurs propres sont 1,2, —3.

Solution. D’aprés l’exercice 2 de la série 4, le polynéme charactéristique de A est
pa(A) = A%+ 207 — 17X% — 16A° + 115X* — 22)2% — 2797 + 324 — 108.

Des divisions successives par A — 1 donnent le produit pa(A) = (A — 1)3(A5 + 5A* —
BA3 — 45)2 + 108), et de mouvelles divisions par A + 3 et A — 2 donnent pa(A) =
(A—1)3(A+3)*(A—2)%2. Par conséquent, les valeurs 1,2, et —3 ont pour multiplicité
algébrique 3,2 et 3 respectivement.

Pour connaitre la décomposition de Jordan, il s’agit de calculer la multiplicité
géométriqgue de chaque valeur. Or on remarque immédiatement que rang(A —
AI) =7 pour A = 1,2,-3, et donc que les multiplicités géométriques sont toutes 1.
La forme de Jordan est donc composée de trois blocs diagonauz, chacun associé
a une des valeurs propres.

11000 0 O O
01100 0 o0 O
00100 O o0 O
7= 0002140 0 O
00002 0 0 O
000O0O0 -3 1 O
00000 O -3 1
000O0O0OB O O -3



Exercice 6. Soit A € C™™ un bloc Jordan avec A sur la diagonale. Soit z € R™ un
vecteur. Montrer que

(e%z); — Zn: zti R
el ()]
Solution. On peut écrire A= D+ N ou D est diagonale et N est nilpotente. Comme
D et N commutent, on a que e?t = ePteNt. Il est facile de voir que eP* = eMI.

Pout trouver eMt, on observe que

1 1=
N-»—{ s.zz+ 7
0 sinon,

donc on obtient que
1 sti+k=3

0 sinon.
Dés lors,
t2 tn—Z tn—l
1 t 21 (=2 (n—1)!
t2 ., t'n72
. 0 1 t 21 : (n—2)!
[o.¢} t .
Nt _ Utk :
© = ZO R , ;
= . ‘. 1 t a1
1 t
0 . 0 1

c’est-a-dire que
ti—t

@, = {57 o=
7 0 sinomn.

Finalement, on obtient que ez = ePteNtz = e*eliz, donc
A M (N Ao T
£\ A t Y j
(e x)i_e Z(e )ijxj € Z(_i)l
7=1 = \J )

Exercice 7. Soit @ : R® — R une application telle que Q(z) = 9z% + 722 + 11z% — 8z,z, +
8:[312)3.

a) Trouver une matrice symétrique A € R3**® telle que Q(z) = zT Az pour tout
z € R3.

b) Soit B la base canonique. Trouver une base B’ = {vy, v, v3}, telle que Q(z) =
[z]%,D|z] 5, olt D est une matrice diagonale.

Solution. a) Le matrice A que l’on cherche est simplement
9 —4 4
A=|(—-4 7 0
4 0 11



b) On commence par calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
L’équation haractéristique de A est

0 = det(A— M) =(9—A)(7—A)(11— A) — 16(11 — A) — 16(7 — A)
= =A%+ 27A% — 207X + 405 = —(A — 15)(A — 9)(A — 3)

ainst les valeurs propres de A sont Ay = 15, \y = 9 et A3 = 3. Le premzer
2
vecteur propre satisfait (A — A I)v; = 0. On trouve v; = % —1| et de la

1 2
méme fagon, vo = 1 | —2| et v3 = 3 | 2 |. La matrice Ppp qui satisfait
-2 -1
[z]p = Pgip[z]p pour tout z € R? est ainsi la matrice avec les colonnes vy, vs
et vs:
1 2 1 2
PB’B — - —]. —2 2
3la 2 1

Maintenant, on a pour tout z € R3
Q(z) = [z]5Alz]s = (Pes[z]s)" A(Psis(z]s) = [2]5 P5isAPpis[z] 5 = [z]5:D[z]s:.
ou

15
D - (PB/B)TAPB/B - O
0

o © O
w O O

est une matrice diagonale.

Exercice 8. Soit B € Z™*" telle que B = (by, ..., b,) et det(B)# 0. Soit a = 111;;}';;“. Si
v = Bz, z € Z™\{0} est un vecteur le plus court de A(B), alors ||z||, < .

Solution. La régle de Cramer stipule que la solution du systéme Bz = v vérifie
;= iztt((%)), ot B; est la matrice carrée formée en remplacant la 1-1éme colonne
de B par v.
1

L’inégalité de Hadamard conclut alors : |z;| < (B |v[| [T,z ||bs]]. Comme v
est supposé court, on a forcément ||v|| < ||Be;|| = ||b:||, et le résultat suat.




