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Exercice

On note z la position, & la vitesse et & l'accélération d’'un point matériel au
cours du temps. On définit aussi sa position initiale g = z(t = 0) et sa vitesse
initiale vg = #(t = 0). Trouver les équations horaires a partir des équations du
mouvement ci-dessous. Faire apparaitre explicitement les conditions initiales zy et vg
dans le résultat final. Les quantités m, g, k, L, «, € et b sont supposées positives et
indépendantes du temps. De plus, on impose que Q2 # k/m.

1. mz =0

2. mx = —mg

3. mi =—kx

4. mi = —kx —mg

5. mi = —k(z — L) —mg

6. mi = —klx — asin(Qt)]

7. mi = —k[x — asin(Qt)] — mg
8. mi = —bx

9. m& = —bx —mg

10. mZ = —kx — bx
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Corrigé

1 mx=0

On divise par m, puis on integre successivement :

mi =0 (1)
i=0 (2)
i=A (3)
r=At+B (4)

Les constantes d’intégration A et B sont liées aux conditions initiales. En prenant
t = 0 dans les deux dernieres équations ci-dessus, on déduit que

x(t) = vot + o (5)

2 mx=-—mg

On divise par m, puis on integre successivement :

mi = —mg (6)
i=-g (7)
T=—gt+ A (8)
x:—%#+m+3 (9)

2

Les constantes d’intégration A et B sont liées aux conditions initiales. En prenant
= 0 dans les deux dernieres équations ci-dessus, on déduit que
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3 mi=-—-kx

On divise par m et on introduit la notation w = \/% ;

mi = —kx (11)
k

L= —— 12

Z — (12)

i=—wr (13)

Les solutions de cette derniere équation sont de la forme!

x = Acos(wt) + Bsin(wt) (14)

Les constantes d’intégration A et B sont liées aux conditions initiales. En prenant
t = 0 dans cette derniere équation on trouve que A = xy. Pour trouver B, il faut
prendre t = 0 dans l'expression de la vitesse, déduite de la solution (14) :

& = —Awsin(wt) + Bw cos(wt) (15)

On trouve Bw = vy, soit B = 2. Finalement,

x(t) = xq cos(wt) + % sin(wt) (16)

1. On peut montrer que l'expression A cos(wt) + Bsin(wt) peut également s’écrire C cos(wt + ¢)
avec C' et ¢ deux autres constantes a déterminer. L’avantage de choisir la premiére expression comme
solution de I’équation (13) est que les constantes A et B sont tres faciles a fixer a partir des conditions
initiales. L’avantage de la forme C cos(wt + ¢) est que la constante C, une fois déterminée, donne
immédiatement ’amplitude des oscillations.



4 mzi=—kxr—mg

Cette équation est semblable a la derniere avec une constante en plus. Pour la
résoudre, on va se ramener au cas précédent avec un changement de variable u = f(x)
qui va absorber la constante et tel que 4 = &, afin que v ait les mémes unités que x.
Pour commencer, on divise par —k afin de mettre le z a nu :

mi = —kx —mg (17)
—%5& =+ % (18)
——

u

On fait maintenant le changement de variable u = x+ %, qui est bien tel que i = .
Ainsi, ’équation devient

i = —wu (19)

avec w = \/% . Les solutions de cette derniere équation sont de la forme

u = Acos(wt) + Bsin(wt) (20)
Autrement dit :

m

x = Acos(wt) + Bsin(wt) — 79 (21)

Les constantes d’intégration A et B sont liées aux conditions initiales. En prenant

t = 0 dans cette derniere équation on trouve que A — % = 1y, soit A = x¢ + 7Z. Pour
trouver B, il faut prendre t = 0 dans I'expression de la vitesse, déduite de la solution

(21) :

& = —Awsin(wt) + Bw cos(wt) (22)
On trouve Bw = g, soit B = 2. Finalement,

x(t) = (930 + %) cos(wt) + % sin(wt) — % (23)



5 mi=—k(x—L)—mg

Cette équation ressemble beaucoup a la derniere, seule la constante change. La méme
méthode est donc applicable. Pour commencer, on groupe les termes kL et —mg et on
divise par —k afin de mettre le x a nu :

mi = —k(z — L) —mg (24)

mi = —kx + kL —mg (25)

—%j:x—L—I—% (26)
—_———

u

On fait maintenant le changement de variable u = x — L + %2, qui est bien tel que
i = Z. Ainsi, I’équation devient

i = —wu (27)

avec w = \/% . Les solutions de cette derniere équation sont de la forme

u = Acos(wt) + B sin(wt) (28)
Autrement dit :

x = Acos(wt) + Bsin(wt) + L — % (29)

Les constantes d’intégration A et B sont liées aux conditions initiales. En prenant
t = 0 dans cette derniere équation on trouve que A+L— =% = xq, soit A = xo— L+72.
Pour trouver B, il faut prendre ¢ = 0 dans l'expression de la vitesse, déduite de la

solution (29) :

& = —Awsin(wt) + Bw cos(wt) (30)
On trouve Bw = vy, soit B = 2. Finalement,

x(t) = (q:o — L+ %) cos(wt) + % sin(wt) + L — % (31)



6 mi=—klr— asin(Qt)]

A cause du terme proportionnel a sin(2t), cette équation est dite inhomogene ?. On
apprend de la théorie que la solution générale z(t) de cette équation est la somme de
deux termes s1(t) et so(t) définis comme suit :

1. s1(t) est la solution générale de 1'équation homogene mi = —kzx

2. s9(t) est une solution particuliere de I'équation m# = —k[x — asin(t)]

On sait par les exercices précédents que la solution générale de 1’équation homogene
est de la forme
s1(t) = Acos(wt) + B sin(wt) (32)

avec w = \/g . Pour le calcul d’une solution particuliere de I’équation inhomogene, on
pose s3(t) = C'sin(§2t) et on vérifie qu’ainsi posé, so(t) vérifie effectivement 1'équation
différentielle. Pour déterminer C, on injecte cette derniere expression dans 1I’équation,
on simplifie par sin(2t) et on isole C (on rappelle que la donnée précise que 2% # w?) :

mi = —k[z — asin(Qt)] (33)
—mCQ? sin(Qt) = —kC sin(Qt) + kasin(Qt) (34)
—mCO? = —kC + ka (35)
ko
O (%)
2
w
En mettant les termes ensemble, on a donc
2
r = 851+ 8, = Acos(wt) + Bsin(wt) + - asin(Q2t) (38)

02 — )2
Les constantes d’intégration A et B sont liées aux conditions initiales. En prenant ¢t = 0
dans cette derniere équation on trouve que A = zy. Pour trouver B, il faut prendre
t = 0 dans 'expression de la vitesse, déduite de (38). On trouve que Bw + CQ = vy,
soit B = @ et donc finalement :

2 0 2
x(t) = xg cos(wt) + oY ., sin(wt) + u

o wz — Q2 8 m . ozsm(Qt) (39)

On voit qu’a la limite 2 — w, I'amplitude des oscillations diverge : on parle de
résonnance. Dans un cas réel, les amplitudes d’oscillation restent finies, car il existe
des termes de frottement et des limitations mécaniques des composants du systeme
dont on a pas tenu compte ici.

2. En réalité, les exercices 4 et 5 étaient aussi des cas d’équation inhomogene a cause des termes
constants —mg et kL, mais un simple changement de variable permettait de se débarrasser de ces
derniers. Ici, on est contraint d’appliquer la méthode générale de résolution d’équation inhomogene,
car le terme supplémentaire proportionnel & sin(t) n’est pas constant.
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7T mi=—klz — asin(Qt)] —mg

Cette équation est semblable a la derniere avec une constante en plus. Pour la
résoudre, on va se ramener au cas précédent avec un changement de variable u = f(x)
qui va absorber la constante et tel que 4 = &, afin que v ait les mémes unités que x.
Pour commencer, on divise par —k afin de mettre le x a nu et on commute les deux
derniers termes de 1’équation :

mi = —k[z — asin(Qt)] —mg (40)
_%j} — 4 % —asin(Qt) (41)
——

u

On fait maintenant le changement de variable u = x+ %2, qui est bien tel que i = .
Ainsi, I’équation devient

- %u =u — asin(Qt) (42)

Cette équation a été résolue dans l'exercice précédent, sa solution est

2

u = Acos(wt) + Bsin(wt) + o @ sin(Q2t) (43)
avec w = \/% Autrement dit :
= Acos(wt) + Bsin( t)+—2 in(Qt) — —2 (44)
r = Acos(w sin(w g % -

Les constantes d’intégration A et B sont liées aux conditions initiales. En prenant
t = 0 dans cette derniere équation on trouve que A — % = 1y, soit A = x¢ + 72. Pour
trouver B, il faut prendre ¢ = 0 dans 'expression de la vitesse, déduite de (44). On

trouve que Bw + CQ = vy, soit B = =2 avec la constante C' définie en (37) et donc
finalement :
(1) = (0 + 29 cosfert)+ | 22 = - L o) sinfert) + 2 -asin(@n) - 22
x(t) = (zo + — ) cos(w — — ———— - — | sin(wt) + —— -asin - —
Tk w o wr-0% w w? — 2 k



8 mzi=—bx

Pour commencer, on divise par m, on fait le changement de variable v = & et on
introduit la notation 7 = %*. Ce premier changement de variable n’est pas nécessaire,
on pourrait en effet travailler avec & et ¥ a la place de v et ©, mais dans ce cas, la
solution de I’équation (48) sauterait moins aux yeux :

mi = —bi (45)
j:—%@ (46)
@:—?v (47)
0=—=v (48)

Les solutions de cette derniere équation sont de la forme

v=Acr (49)
Par intégration, on obtient ensuite

x=—Are 7 +B (50)

Les constantes d’intégration A et B sont liées aux conditions initiales. En prenant
t = 0 dans les deux dernieres équations on trouve que A = vg et —AT + B = 1, soit
B = 2y + vy7. On trouve ainsi

T = —VoT e T +xo + voT (51)

Ce qui peut se récrire en mettant le facteur vy7 en évidence

x(t) = vot (1 — e’%> + x9 (52)



9 mi=-—br—mg

Cette équation est semblable a la derniere avec une constante en plus. Pour la
résoudre, on va se ramener au cas précédent. Comme avant, on fait le changement de
variable non nécessaire mais bien pratique v = & :

mi = —bi —mg (53)
mu = —bv —mg (54)

Il faut maintenant faire un deuxieme changement de variable u = f(v) qui va absor-
ber la constante et tel que @ = v, afin que u ait les mémes unités que v. On commence
par diviser la derniere équation par —b pour mettre le v a nu :

—%z}:v—k% (55)
———

u

On fait maintenant le changement de variable u = v+ %2, qui est bien tel que @ = ©.
Ainsi, I’équation devient

a=—1y (56)

T

ol on a noté 7 = 5. Les solutions de cette dernicre équation sont de la forme

u=Ae - (57)
En revenant a v, on obtient
v=Ae T —gr (58)
Et apres intégration
x=—Are 7 —grt+ B (59)

Les constantes d’intégration A et B sont liées aux conditions initiales. En prenant
t = 0 dans les deux dernieres équations on trouve que A — g7 = vy, soit A = vy + g7
et —AT + B = xg, soit B = g + (vg + ¢g7) 7. On trouve ainsi, apres mise en évidence
du facteur (vg + g7) T,

2(t) = 7 (v + g7) (1 - e*%) — grt+ 24 (60)



10 mx = —kx — bx

Pour commencer, on divise par m, on introduit les notations A = % et w= % et
on passe tous les termes du coté gauche de 1'égalité. On arrive donc a
i+ 2\ +w’r =0 (61)

Trois cas sont maintenant a distinguer :

10.1 N <w?
Dans ce cas, on parle d’amortissement faible et les solutions de (61) sont de la forme
r=cecM [A cos (\/w2 — 2. t) + Bsin (\/ w2 — A2 t)] (62)

Les constantes d’intégration A et B sont liées aux conditions initiales. En prenant
t = 0 dans cette derniere équation et dans 'expression de la vitesse déduite de (62),

on obtient
A
x(t) =e M {xo cos < w2 — \? ~t> + Yot ATo sin <\/w2 — A2 t)} (63)
2 — )2
10.2 )\ =2

Dans ce cas, on parle d’amortissement critique et les solutions de (61) sont de la
forme

r=eM(A+ Bt) (64)

Les constantes d’intégration A et B sont liées aux conditions initiales. En prenant
t = 0 dans cette derniere équation et dans I'expression de la vitesse déduite de (64),
on obtient

z(t) = e [xo + (vo + Amo) 1] (65)

10.3 )2 > 2

Dans ce cas, on parle d’amortissement fort et les solutions de (61) sont de la forme

r=eM <A VATt L Bem AL“’2'15) (66)
Les constantes d’intégration A et B sont liées aux conditions initiales. En prenant
t = 0 dans cette derniere équation et dans I'expression de la vitesse déduite de (66),
on obtient

e |V N zot o e, (VI —? =N ao—w s,
w2 T ameef

x(t)=e
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