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"Un Anneau pour les gouverner tous,
Un Anneau pour les trouver,

Un Anneau pour les amener tous,

Et dans les ténebres les lier”



"Trois anneaux pour les rois Elfes sous le ciel,

Bcrysa Bsta BdRa

Sept pour les Seigneurs Nains dans leurs demeures de pierre,
Eg,, Ag,, Bg,, E, A, B, A

Neuf pour les Hommes Mortels destinés au trépas,

Qp7 Zp7 Fpa @pa Fpa Cp7 O(Cp7 gr7 BaT

Un pour le Seigneur Ténébreux sur son sombre trone
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DEFINITION 3.1. Un anneau (A,+,.,14) est la donnee, d’un groupe commutatif (A,+) (note
additivement) d’element neutre note 04, d’une loi de composition interne (dite de multiplication)

e . AXxA —» A
7 (a,b) — ad

et d’un element unite 14 € A ayant les proprietes suivantes

(1) Associativite de la multiplication:
Va,b,c € A, (a.b).c =a.(b.c) = a.b.c.
(2) distributivite:
Va,b,c € A, (a +b).c=a.c+bc, c(a+b)=ca+cb

(3) Neutralite de l'unite:
Va € A, aly=14.a =a.

Un anneau est dit commutatif si de plus la multiplication est commutative:

VYa,b € A, a.b=b.a.



€°3C7LC2©C @, — @%C

oty o}(\%s-



Amean o Comcymence

7.-[_ = + l ]
vl (aral el

A — J° (L)
o\}c‘l - o.@» JGD

a. (™ol )4' b(med ) = CM-\o(metJ a\)
G(”“"J‘"\‘) b("“""xq) a. \o(moeho




O’L/‘\‘ — C)%e&é)

A 2 Ao
7 (wodq)
Avmaau. Gémk\w)‘ﬂ*) o\f/) mgwum('leéaﬁb
moo\_u,\o C‘»




Avneenax ele (vaci-\am/.)

X wde

T OUR) = (4 X—= R
X.‘.%: xeX —s g&)'ba(")
3% xe X — 8()3-8(7‘)

OZF(x,R) :0r gy gy 2R



A W\ N\RLBAL C,D'vwmss W\l

?(}&A} » wme e cx\mmowu

l'\&\fa'e.)e, do A
O{F{X}A)‘ .QA A@@,q‘)’ A—A



Anwveanrx e Pd?y Wowe s

KRB =E P R VISR

XQIP\ —D “’dﬁa’*“d-rx 30,

Qo)q]----)Q4 6R 1

2
C(RR)
= AN O, o?/g 84‘( Pd();/ no—d\iapm.






Awnrearix d'E\o‘o W\enr&\:Swe-s

(H j+) vau.‘p mwua}\g

<E‘“"ls¢(ﬂ) ) *,°,% 5 ‘DH)
ANNLLN- M“-C&ﬂ\m&us(:%



AMMMJ 6&, N&+W an

oo e iy
A) ?(why ¢b¢,JeA} © d
C e EE-

~> (HLUO ¥) = gpe comundat jrj M0 (ZA fza)

A




~ C:\ vbe! ,a.]o\ +bo'7)
‘i lch'add’




= amenn, A malvice 22 awg;
s A



Lanreaw d émimm]o?/\me cl)w\ m,g_ cammu,jraj(j
EnA'gvcm = HQMGY(J\J\/\J\’)

- % P; M—T P s%iﬁm J)L-}




~ B doni de fe bl di comgontion
o : CP’L‘)QEM(H?WF
— (Pogt) L~ mvm'w"xicj{m_

L
/‘Emol(,\“\) - L.




—+: C()’\Y € Evd (M)
CP-PLV: mel — ?('m)‘\'“kl)(—m)

K

- Oy :m —
OEml(t\)’" A Oy

=l (), 4,0, 0,T),)

Xc)\,m W, OMWEAM o Co-vﬂ'vw\\:\.w‘\\g

(e gevorol



Ew (\'\) R o om“mdakg
I PP
Lé\ M o« %J\DBWSJ
M- (71_ —*3 a3 wemw&a}(g

(vnn) -\-(m 1\) —2 (m-&‘m)m-}n)
Ewd (‘223 g \&w&\%\t avec N CZ)



(E-M\, ™) /-}/o) o an amean .

- QE‘N;L )-l-) oj‘w*\ %‘v; wmmw‘b\x\g

CYGE‘M\("J\S e\ &n%\:v\'\ gen. O e‘ci
— PR | | P \ F@(;m}

“ds (H-;)
en Cloit Vekr que -Cf o um mmﬁ,\?‘:w‘f &Lwe,i



'Vm’mlé’,ﬁ >
C‘)(«m 3,, - @fm) 4 CP(«n)

=~ ( @) = (el

w@q\l‘m o r\ c/\'} &N\W\w\"w{g MCCLP
e o,

Q) +£ Pl + Pl + £ )

=0y



Q)+ (Pn) + Pl) + £ ')

- OH ' OM Oy

— CP("NB =~ 7 CPG‘“) () mmm\&\m
&vao(@ —ﬂ & wn il cvf“m)V \§
QY =9



o
o) 020
15 S

1;\,\ o W
| Mw\m&u
mig

~ 0 ey A 1y,
et Ik
CP)Cf] \\TQ../ +
/L_\)QEw\
CEITE —
QoY + Q=Y



Ed‘“c'é\j\<
.\.CE’}»\])
Q}&%J‘p Gv\va( +
{ »= QL N
g Wy ) C%) -
U((.":‘\ +C\>' (\%‘%
\\)@3

ol
+C€o B
q) (?Fo &{) + (P'a LF)(*M}
||



LEMME 3.1. Pour tout a,b € A, on a
0pa.a =a.04 =04,
(on dit que l’element neutre de [’addition 04 est absorbant ). Pour [’oppose, on a

(—a)b = —(ab) = a.(-b).
‘:‘i&w\/af . o=
M= N+
0= AA.a, = (/JAa-O.A). L = 4A.0\ +O)-0.

N = oo + O o U
OA‘-‘- OA.& R T
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DEFINITION 3.2. Soit A un anneau. Un element a € A est inversible si il existe b € A tel que
a.b=b.a = 1A-

On dit alors que b est un inverse (a gauche et a droite) de a (pour la multiplication).
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PROPOSITION 3.1. (Unicite de l'inverse) Soit A un anneau et a € A un element inversible et
soit b tel que a.b="b.a =14.
Soit b’ verifiant
a.b' = 1A
alors b’ = b; de meme si b’ verifie
b/
alors b’ =b

'P\-owc, soa' Q wwezw.]r&o Q:IZ \0 td(

a.b= b.o = /\
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PROPOSITION 3.2. Soit A* l’ensemble des elements inversibles d’un anneau A, alors
(Axa ° 1A7 .71)

forme un groupe: le groupe des elements inversibles de A.
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LA < T(X A

End(M)” = Aup ()






DEFINITION 3.3. Soit (A, +,.) un anneau commutatif et a,c € A, on dit que a divise ¢ et on le
note

si il existe b € A tel que

= a.b.
On dit egalement que a est un diviseur de\c -

‘Qk MQ,OVAV\OV\ 010 Oj Vi JZ:Q»Yi\M-

ka t\/wm()ﬁ\le, (Md:ls Pab MW1>
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DEFINITION 3.4. Soit (A, +,.) un anneau. Un sous-anneau B C A est un sous-groupe de (A, +)
qui est

— soit le sous-groupe trivial {04},
— soit qui contient ['unite 14 et qui est stable par multiplication:

XO Vbl € B, b € B.
Ainsi (B,4+,.,04,14) est un annéau.

PROPOSITION 3.3. (Critere de sous-anneau) Soit (A, +,.) un anneau et B C A un sous-ensemble
non-vide; alors B est un sous-anneau ssi B = {OA}, ou bien 14 € B et
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DEFINITION 3.5. Soient (A,+,.), (B,+,.) des anneauz. Un morphisme d’anneauz ¢ : A — B
est un morphisme de groupes commutatif ¢ : (A, +) — (B, +) tel que

©(la) = 1p ou bien p(14) = 0p,
Va,a' € A, ¢(a.a’) = p(a).o(a’).
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PROPOSITION 3.4. (Stabilite par morphismes) Soient ¢ € Homan, (A, B) un morphisme alors
©(A) C B est un sous-anneau. Par ailleurs le sous-groupe ker(y) est un sous-groupe de (A, +) qui
est de plus stable par multiplication (a gauche et a droite) par A:

Va € A,k € ker(yp), a.k, k.a € ker(y).
N
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PROPOSITION 3.5. Un morphisme d’anneaux ¢ € Hom gy, (A, B) est injectif ssi ker(p) = {04}.
PROPOSITION 3.6. Soient ¢ : A— B et : B+ C des morphismes d’anneauz alors
—pop: A C est un morphisme d’anneaux.
— Soit ¢ € Hom gy (A, B) un morphisme d’anneaux bijectif, l’application reciproque o~
B — A est un morphisme d’anneauzr. On dit que @ est un isomorphisme d’anneauz et on
dit que A et B sont des anneaux isomorphes.

1.

Prewve . Exorac.



NOTATION 3.3. On note
Hom 4,,,, (A, B), End 4, (A) = Hom 4., (A, A)
Isomapnn (A, B), Autan,(A) = Isoman, (A4, A)

l’ensemble des morphismes, endomorphismes, isomorphismes et automorphismes d’anneaux.

Rog  EBndy, (M)e Evl . (A)

A, (K e Aut. (A)
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DEFINITION 3.6. Soit (A, +,.) un anneau, un A-module (a gauche) est un groupe commutatif
(M, +) muni d’une loi de multiplication externe

AxM - M
oxe:
(a,m) +— axm

(appellee multiplication par les scalaires) ayant les proprietes suivantes:

(1) Associativite: Ya,a' € A, m € M,
(a.a’)yxm = ax* (a’ *m).

(2) Distributivite: Ya,a' € A, m,m' € M, L

(a+a)ysm=axm+a*xm, ax(m+m')=axm+axm'.

(8) Neutralite de 14: Ym € M,
1lg*xm =m.

RLm : Nac'le& e a’Vort_: X we\\cme.
ax (0.0) = [t ) 0
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DEFINITION 3.8. Soit M un A-module. Un sous-module N C M d'un A-module M est un
sous-groupe de (M,+) qui est stable pour la multiplication par les scalaires: a0

YVae A, ne N, axn € N. °M\

On a donc ¥n,n' € N, a,a’ € A ,—\C,M

axn+adxn €N

On a le critere suivant

PROPOSITION 3.7. (Critere de sous-module) Soit N C M un sous- ensemble d’un A-module M

alors N est un sous-module de M ssi
(3.2.1) Vac A, n,n €N, axn+n’ €N. “O“QV‘EJL

Preuve 1 =~= q,«r\&»é\
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DEFINITION 3.9. Un ideal ( a gauche) de A est un sous-ensemble I C A de A qui est un sous-
module du A=module A (pour la multiplication a gauche dans A). De maniere equivalente, un ideal

de A est un sous-groupe additif (I,+) C (A,+) qui est stable par multiplication (a gauche) par les
elements de A:

Vac A, bel, abel.

— On defini de maniere analogue la notion d’ideal "a droite”.
— Un sous-ensemble qui est un ideal a gauche et a droite est appele un ideal "bilatere”.
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PROPOSITION 3.8. Soit (M, +,*) un A-module et My, Ms des sous—moduleNlors

MiNnMyCM
est un sous-module et plus generalement soit (M;);cr une collection de sous-modules alors
(M c M
el
est un sous-module. A-o

DEFINITION 3.10. Soit X C M un sous-ensemble d’un A-module, le module engendre par X est
le plus petit sous-module de M contenant X (lintersection de tous les sous-modules contenant X ):

(X) = ﬂ N.

XCNCM

Rm%: A I \NSQ““’OQ"‘QL&NH
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PROPOSITION 3.9. Soit X C M wun ensemble alors (X)mest soit le module nul {0y} si X est
vide, soit l’ensemble des combinaisons lineaires d elements JQX a coefficients dans A:

(e L) {zm a3, oo € Ay a0 € ).
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DEFINITION 3.11. Si (X) = M, on dit que X est une famille generatrice de M.

DEFINITION 3.12. Un A-module M est de type fini si il possede une famille generatrice qui est
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DEFINITION 3.13. Soit A un anneau et M, N des A-modules, un morphisme de A-modules entre
M et N est un morphisme de groupes

o: Mw— N

qui est compatible avec les lois de multiplications externes xp; et xn:

Vae A, me M, olaxpy m)=axyp(m).



LEMME 3.2. (Critere d’application lineaire) Soit ¢ : M — N wune application entre deur A-
modules alors ¢ est un morphisme (ie. est A-lineaire) si et seulement si

(3.2.2) Ya € A, m,m' € M, plasym+m') =axy plm) + o(m’).
Prewve : 4 a,:/( A C{)(A JS' m-}w\T) =/ A&(ip(u\) %CF('M\)
@LM-\-M’) = CP@Q % Cp(—«;’.}
— (P o5y %m\{(\l\\w_ CQd.cd“gs 4+
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PROPOSITION 3.10. Soit ¢ : M +— N un morphisme de A-modules et M' C M et N' C N des
sous-modules alors

oM"Y C N et oC"V(NYc M
sont des sous-modules de et N respectivement. En particulier

ker(p) = ¢V ({On}) € M et Tm(p) = p(M) C N

sont des sous A-modules.
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COROLLAIRE 3.1. L’application A-lineaire v : M — M’ est injective ssi ker(¢) = {0p}.
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ProproOSITION 3.11. Soient ¢ : L — M et : M — N des morphismes de A-modules alors

—op: L+ N est un morphisme de A-modules.
— Sip: L+ M est bijectif alors ¢=1 : M+ L est un morphisme de A-modules.
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NoTATION 3.4. On note
Homa_moa(M, N), Isoma_pea(M,N),
Enda—mod(M) = Homg _pea(M, M),
Aut g mod(M) = GLA_moq(M) = Isoma_moq(M, M)

les ensembles de morphismes, morphismes bijectifs (ou isomorphismes), d’endomorphismes et
d’automorphismes des A-modules M et N.

COROLLAIRE 3.2. L’ensemble Auta_mod(M) C Bij(M) est un sous-groupe de Bij(M). Plus
precisement Aut 4_mod(M) est un sous-groupe de Autc,(M).



PROPOSITION 3.12. Soient M et N des A-modules alors Homa_,0q(M, N) a une structure
naturelle de groupe commutatif. Si de plus A est commutatif alors Homy _,0q(M, N) a une structure
naturelle de A-module.
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