






Anneaux
,

et Modules





Exemples

Anneau Nul : { 0} 0+0--0
0.0=0%3--0

{%1cQ.cl/2aEc-sEES

commutatifs .



Anneau de congruences

¥qË{ a +91 a c-⇒
c PE )

atq
Il = a @ ◦d q)

a (mod g) + blmod g)÷ atbrnodq)
almodq) -

b (mod g)÷ a. b (mod g)



¥9% =
◦ doel g)

"

Egg
=
+ (modq)

Anneau combmutatf des congruences/deGauss)
modulo q .



Anneaux de fonctions
✗ ensemble

f- (x
,
IR) -- { f. ✗→ RJ

ftg : ✗ c-✗ → + gtx)

f. g : ✗ c- ✗ → fw.GG)

¥
,
A)

= -0k t-JH.RS/-R



A anneau commutatifs
FH
,A) a une structure d'anneau

héritée de A

¥
,A)

=

↳A)
= 1- A



Anneaux de Polynômes

RED = { P : RAR
✗ER →aqxdtad.pl?-...+aoQo,Q-.--,ad-cR}
FÛR
,
A)

= anneau des fets polynomiales .



Plus generalement pour
A- anneau

commutatif
on definit l'anneau des poly nomes
a cerfs dans A

A-[×] = { PCX) = adx! . . . .+À+ a ◦
À

ad , _ . . - sa ◦ c-
A}

d≥0



Anneaux d'Endomorphismes
(M;-) Groupe commlutatf
(Endor (M) , + , ° , -0m , l'End = Idm)

anneau non- commutatif .



Anneau de Matrices
.

A
= anneau commutatif

MH ) = { (%) aix.de A}
À ¥71:?)

+ : (:?) + (I. ¥ / = (a
+à bii

⇔ a.à)
"

→ (MIA);-) = gpe commitatf On#=/Ê; ÇÀ



c
, d) =/aàtbéabbd

'

l :?) . /
à s

'

ca
'
+de' cb ' +dd ')

(MIA) , +, • ) forme un anneau
non -commutatif d'unite
"
MIA)

=¥2 - (ËË)



= anneau des matrices 2×2 a eœfs
dans A.



L'anneau des Endomorphismes d'un gpe commutatif
(M;-) un gpe commutatif .

Ende (M) = Hong
,

(MM)

= { q : M-M q -morphisme de}
gpe



- End (M) est muni de la loi de composition
◦ : Q,YE End (M )
→ Q ◦µ .» multiplication

1
End (M )

= IIM .



+ : q ,4E
End (M )

q +y : mem → 91m44cm)

0
End(M)

= -0M : m → Opp

(End (M ) , + , QM . •,Idm)
ferme un anneau nom commutatif(en general )



End (M) n' est pas commutatif
3- qytqqoy-ty.cl

(si M est assez gros )

M -

_ (TÎ;-) le gpe commutatif
(mm) +(mtn

') → (m +m'mm
')

End (Ê) s' identifie avec Mz (I) .



(End (M) , +, o) est un anneau .

- (End ,+) est un
gpe commutatif

qc- End (M) on defini son opposé
- q : m -s - q (m)✗

opposedsµ;-)
on doit voir que

-Q est un morphisme de gpes



1

Hm
,
m'EM

-q (m+m
') ? - qlm) + -q(m)

= - (Qcm) + quoi)) Î -Qcm) + (-q (m'1)

coup
ËÈÎai un Mot commutatif : on calcule
"?
qlm) + qlm

'
) + ( - qcm) + f- q fm

'

) )) !OnË
qtn + fqtn)) + qlm

') + fqcm'))



Qtm +⑦tn)) + qlm
') + Eq (m'D

= 0
µ

+ 0M = On

-0 QC-m) = - q (m) ?
oui car

q-morphisme

(Endos, +) est un gpe commutatif
Q+Y = Y+Q



◦ est associative

Id
µ

est un morphisme de gpe et
est neutre pour o

- o est distributive/ +

Q , q
'

,y c- End (
M)

(9+9%4? Qoq + q
'

◦Y



*mÎqqD◦µ(m) - (

qi-qxylmddefde-s-QHHDI-QTycmDQI-Q-q.ycmi-q.UA
dfk-tq.yi-qiykmlqoyi.gov

☐



Pretre : l'
*
• a - ce

l'
E- 1++0/-1

a- l'
A.
a = #+ ) .cl - % .atÇa

a=a+◦U
01=04.cl .

> -
- - - - - -

-



Elements Inversibles

Unités



Ex : (I , + , x) test inversible -1 inversible
2 n' est

pas
inversible

.

(Q ,+ ,×) 2 est inversible (on prend
b-
_ Ya)

O n' est pas inversible
-



A--{03 0 est invisible ds A- car

0.0=0 O- t'{0J .



Preuve : soit a inversible : et

btqa.b-b.a-taetbtqb.a-psb.is' ?

b.a - t'•a -1*-4=9
(b -b

') . ce = 0$ on multiplie parbàdte



(b-b) • a.b=b=
"

(b-b) •TA =

b - b
'

= 0A
b=b

'

. " " .



Notation : si ce est inversible on note

b-
_
à
' c'est l'inverse de ce fils A)

- si a est inversible ⇒ à
'
est inversible

a. a-
'

= a-
'

a -1ps et son inverse

est (a-D' = a .

On note À ={ a c-A a inversible}
= les unités de A.



Exemples TI ={± B

Q
"

-

- Q -{03

Mal A)
✗

= { (Y !) c-MIA) tqad.be c-À}
À:&)



FH
,
A)
"

= FCX
,
À)

End (M)
"

= Auto!M)



M
, (A)

×

µ

[
Bezout

.

( Hq#E- { almodq) tq la, g)=L}
"

pgcd (gq)



✗C .

la relation • / • est réflexive
et transitive ( mais pas forcement

antisymétrique )
si a /c etc /a alors e- a.b avec beÀ

et a- b-:c



Sous - Anneaux



¥

A

Preuve : Si B :{ 0A} on a fui .
Si t'* c- B ( et ta # ) ou aque
(Bi) est un ssgpe car ttbb

"

EB

b-b
"

=
b. 1¥ - b"EB⇒.



on utilise l'hypothése avec b
,
b
'

c-B et

b? (cartes;-) st
A un ssgpe
B donc contient

0s )
b.b
'

_ c- B
''

bb
'

E B
.

☐



Exemples
- 10A} < A

- M : si B
,
B
'

c A sont des sesanneaux alors

BnB
'

est un sesanneaux
.

- {0} c% ④ a IR c ¢

- %[DeQQ]c IREM c EEt



sous.AY.EE ,de ¥-1 ?
{0} , I a I .

Y-en a t-il d'autres?

Non car si B ≠ {0} alors le B

et le
ssgpe engendre par 1 EtCB
Ï aB

Idem
pour ¥91 .



- Endomorphismes Scalaires

(M
,
+) gpe commutatif

A-
-

End (M)
Gr

n c- Il : n . • : m c- M→ nom C-M
↑

Mtm + . . . + m n -fois sino
Sin-0



lapplicatiom
vi. • est un morphisme (Mi)

ou la note vi.Ify C-D.Id : m-s-m

et l'ensemble de { vi. Idm net}
forme un sous-anneau de End (M) .

(endomorphisme scalaires )



Matrices Scolaires A commutatif
MIA )- { a.IE/!aa)ac-A}

"

A.Iz = l'anneau des
matrices scolaires
2×2

.



Morphismes d'Anneaux



Ring : Si q %) -0ps alors Q = -0ps
si a c- A Q (a) =qla.tx-I-QH.CH/D--QlN.0*--0B



Exemple : le morphisme canonique
Soit A un anneau quelconque

soit Cang : Il→ A n:%ï4
n → MIA = MA

€Ïm: -11++1# - . .tl#nfoissin30

d'anneau | OH Sin -0%
: = -↑(In / A) si n < 0



• Iz : A-→ MIA)

a-sa.T-oi-tf.at)
stun morphisme d'anneaux

est un morphisme
-

Il →#QI d'anneaux
m → M'-9% qui coincide avecnem = MM M Cantat



Noyau - Image



\

,
k.ee c- kerq

Rmq: si B
'

= ssanneau contenant 1ps alors

Q
" (B) = sesanneau de A

.

Par contre ¢
-☐
({Pops}) n' est pas eu several

un Ss
anneau

"bug de A

si t'
*
c- her q ⇒ 9=0-13 et

bon q= A .



Punie : Comme qst un morphisme de
gpe (
t)

Q (A) CB estun ssgpe
de B

.

si q (A) ={◦B) on a fini . 9=9,3
- si Q(A) =/ { 0ps} alors qu'A) ≠ 0ps
( sinon ta c-A Q (a) = qca.tn -94794*3

= OB )



alors QU'A) = 1,3€ Q (A)

Q (A) est un ssgpe pour +

Q (A) 0-113
q IA) est stable par •

B

soient b
,
t' c- QLA) b-

-q (a)
b
'

-
- Q (a)h.is'=q(a) - Qlà) - Kaa')E qu»



bon q = q
"'
({Qz}) ={ ke A tqqkt.gs}

= c'est le noyau
d'
un morphisme

de gpes (t)
⇒ s'est un ss gpe

de LA;)
Soit a c-A et K c- berq on veut

mq
a.k
,
b.a c- herq



Q Ca .b) = q(a) . q(k) = y (a) .0ps
= OB

Q (k . a) = Q (b) - Q (a) =0ps.Q (a)
= OB

☐



Rmq : Ku (q) n'est pas un ss -anneau



Preuve : Exercice .



Rmq End
#m(A) a Endor(A)

Autan (A) c Auto. (A)



Modules Sur un Anneau



-

7
Rem : Module ade:a*ÜYµ;)est un morphisme
m* (a.a)= Lm* a) * à



Exemples : (A)+ , •)
A est un A-module sur lui -même
A- ✗A → A

Ca ,a)→ a#a
'
= a.a

'

A-¥ { Casier , . . . ., ad) ai C- A l' =} . . . .,d}
A
"
est un Amod le en posant
a*Canon . . . /ad)- (a.a, ,a.az, . . . /a.ad)c-Ad



(Mi) Groupe commutatif
a une structure canonique de E-module

(n c- I , m c- M) → nem

= mtn + . . . +m (n fois)
si n > 0

= OM si n=0

= - (Nkm) si nGO
p
oppose dans (My)



q : A → B. morphisme d'anneaux

knq:{ keA top 9lb -0ps}
krqc A c'est un A-module

-

gpe commutatif
- a* k= a.k c- bonQ↑

produit ds A



Q : A→ B un morphisme d'anneau
fait de B un A module .

A ✗B → B
•

q (
a
, b) → a.qb = qla) .☐

b

En particulier la structure de E-module
sur (B,+) c'est la structure

de E-mdodule

induite par Cary: F-
→B

.



FHA) -9f :X → A} est un gpe commutatif
abec l'addition des fctsfetm un anneau)

etde A module en posant a*f : x-sa.f.IN a-A

a- •f
• AU] dc-APHt-ao.HU#...-tadXd

A connut
.

ai-PH-a.ae/Y-a.qX'+...+a.adXd
"
a.✗
°

.PH)
ATI

≤d



MIA) :{ (Y !) aise,de A}

ic-AM-Y.ba/d*M=(d.aibdcdd/--dI2.Mi:=(¥ !!



(M;-) = A -module€0 :

=#module (enim;-)Hunsford
Mq the I timeM 4=(4+4)

MA *m = N •
M

= 1¥ . . .tl#nJis

En particulier ftp./*m=-m



Sous - module



→ combinaison
lineaire

de
neti

hon -vide

Preuve : ⇒ evident
⇐ on prend a= - l' * on sait que
V-npi.CN C-1¥# n + n' c-N

= -n -in
'

= n' -n EN



⇒ (Np) est un ssgpe
et on c- N on applique l'hypothése
à a.CA ne N n'= ON EN

a* n + 0M EN

a*NEN Et



Exemple : M =
A -mod

{On} , A*m , A*m+A*m
'

A-* m = { a* on a c-A} -M est
un ssmodule
de M

'm
,
m' c- H

A# m + A-*m' ={ aoem +a'*m
'

qu' c- A}-M
est un SS module de M .



Ideal d'un Anneau

-

Ex : bien / Q :A -B) < A q morphismed'anneaux

• kuq est un ssgpe
de LA;)

V-kc-berqa.CA a.k-ckaqk.aekrq



Question : quels sont les idéaux

de (%
,
+;) ?

• les II.
q
-

_ { nq ne -1} qeE

qe IN



Module Engendré



TKM

A-

Ring : A =%
"

✗ Nssmodule de M

les#modules sont les gpes commutatifs
et 4¥ le#module engendre par

X

= le ssgpe engendre par X .



A

A
"

a
/
*×
,
+ a↑XZT - - -

-
+ dû✗n

Py : {×} = CLA (X)
A

Sort Ne M un sous module contenant✗
comme est stable par + et par *

Soient ×, , . . . _ ,×,
C-X C N et a

, , . .
.

,anC-
A



/

par stabilité on a

9
,
* × , taisXzt . . - . + an* ×, EN

toute CB d'elements de ✗ estdansN

C↳ (X) a N

⇒ c↳A) - < ✗À



pour mq {×} c. CLAN)
il suffit de ¥9 ↳A) estun sous

"

contenant✗
.

C.↳ (x) s ×
V. ✗c-X x-1#*x c- CLA (X)
on applique le critère de ssmodule



Soit AEA m
,
m' ECLALX)

M - g- Xyt . . - i. + anakin nié≥ /

m' = afait . . . . > tain '- ✗n'
Qtxm + m' =a*( g- Xyt . . - i.tanaka)

+ afait . . . . > tain '- ✗n'



= la -9)azt . -
- -- +(a•G)•Xn

+ ajax}+ . . . . .+ah ,_À
= CL d'elts de ✗ a cœfsds A
C- CL

*
(X) = A-module .

contenant ✗

CLÉ > <✗7- ☐



dntjmodule
A

Exemples
A
" est engendre par {Ê , :-. -À}
Ê :(%, , -→9) À :( ,# . . . )

base COMO
- . . .

. . éd -_( , ,
. . .

-

,%) night
↑ de A

position d .



d--2

f Ca ,a)c- À

Ca ,a) = a*4.x,g) + a'*(0*1)
= a* ET + a'*Ê .

AGI
≤a

est engendré par

{ ×; ×; ×; . .À}



ALI est engendre par

{ ×:X
'

,
×} .

. . . . . .

,
×?À"
,
. . .À . . .

⇒ }
n' est pas de type fini comme A-module .

- AID est un anneau . donc Alf] etun
AG]-module .



canne "Et"◦ᵈᵈᵉ

⇒
⇔

A[×] est engendre par ×?¥
si PCX) c- A[×]
P(X) =P(x) . ✗

°

*⇔
= AED



-
M = À si ad -be -

_
± / alors

<{ laid , lçù)}> =
JE

¥ est engendre par{11%10,0}
si (ap) , (e,d) c-%2ettqad.be⇒ 1

C-À
alors { laid,ÇA} engendre À



Maphismedetloehles



Rmq : q ( a *À+ à *mm
'

) =

= q (aan) + q (aigri)M

= aqq (m) + à *☒ (m
')

on dit
que q est A- lineaire .



Preuve : si a-AAQU-mi-mf-1.org/m)tqlm
')

"

qlm + m' / = qtntqlm
')

⇒ Q est morphisme de gpest
⇒ 910m) = ON Qla*m +0M) = aixqlm

Glam) É a*Qcm) +910Mt ☐



Noyau - Image



A faire .

fait



Exerça





Prager : q , µ : M → N

9+4 : m → (9+434)=941+44)
si qety sont A linaires⇒ qtystA.liai.
+4) la*mi-mD-qlat-m-m7i-ylaomi.in')
= a * Qcm) + Qlm

') + a*Qlm)+41m
')



= a-@ In) + ytm)) + qlm') + ytm
')

= a* +4)(m) + @+4) (m')

Q+Y est A-lineaire
.

Si A est commutatif .
HOMÇM ,N ) est un A-module



la multiplication externe est la suivante

@*q) : m → a#Qcm)
a* Q est lineaire .

a#q ( ✗* m +m
') =

a * (QG*mini)) = a#
µ
(✗*µ(m) +q(m'YN



= a# ✗ * qlm) + a#qui)
= @•a)*Qcm) + a#qlm

')

- (a. a)☆Qcm) + aocecm')
= ✗*(a g)(m) + la#g) (m

')
- , , > u o - u - > '

- '


