


Theorie des Corps



Amy : si K estun anneau avec aumoins Ielts
0k n'estjamais inversible .

Exemples : Q e Pro E

IR ={ P
,
Q € 1RES] corps des
fractions rationnelles

"

coefs ds IR



^

Rmq : si q est composé 9=9,92 qi≥
2 alors

Itqq n' est pas un corps car qdmœlq ) et qlmodq )sont ≠ Olmodq ) mais

qdmoilq.qkmodopNotati-Y-qqrlmodqt-ol.glqslq) et qzlmodq ) ne¥-1 et note Itq . peuvent pas êtreinversible .



Preuve :
et donc QCK ) et un sidéenveau deB

isomorphe a K

Sort q : K→B tq 9-1-93
il existe AEK tq q (a) =/ 0ps
en particulier a =/Ok et comme Kent
un corps a est inversible



Construction de Corps



de¥
Frac (E) =

Rmq :
"

prolonge
"

: if : K-s
'



non nul .

JIA
NI

Rmq: si q est premier QI est maximal>"

qqn≥2 q , q,%
n' est pas

maximal

(992%95%-1-4)< q%
R.mg: les idéaux maximauxexistent toujours
Preuve : (peu nécessiter l'axiome du

choix )



Caractéristique d'un
corps



K
corps : morphisme cannoniqne

Cayj. Il → K

n → n.tk = "K

bulcank ) =p Il a Tt
p≥ 0



≥0

↳(Cankt-corlk.TL

buccaux) -_ { 03⇔ Cay, est injectif
et donc Cuny :-B IL

n → n.tk

K contient unssànneau isomorphe a -1
K est infini



mais en plus si K contient %

NEE → NKEK
de plus K contient Q

g- c-Q- Ê;aµbËK



Cas p≥
/ exclure p =L

Preuve: supposonsa que p = g.qz
par l'absurde 9,92≥ 2

alors on pwp.tk = 0k ( poker (Genk)
pk= ftp.qr)E- 91k • 92K=OK
Kat un corps donc integre doute



91K oh 92k
est =OK

supposons que 91k-0K
⇒ q, c- berkane) - pi
q , est un multiple de p mais comme

qz≥2--39,410=9^92
absurde

.



Recap : Car (K) . Il = hee (Canon)
- si CarlKf-0⇒ Ko Q

- si CarlK)=p≥2 premier
K> Can ≈¥#=Fp

Gm dit
que Q ou Fp est le souscorps premier deK



Preuve : si n
,
k c- %

Conklin + pk) = nktpk.tk
mais pk = Ok

= "
K

l' image de n pad Cany nedepend que
la classe utp -1 .

Cay, defini une application



Ë → K

ismodp )→ "
K

et cette application est un morphisme
d'anneau non-nul ( car 1 (p ) -1×1=0)
G morphisme et injectif et son image
c'est Canal%) ☐







Arithmétique des

Corps de caractéristique>0
Frobenius



En particulier
* +g)

P
= xp + y

P



Preuve : on veut mq
XP
. y
? µ .g)

P

p

Ky) = xy.xy.mg . . . . -my
-

p fois
=

↑kstcomunutat.gkyf-xP.gl .



@ +y↑ =@tg )
! ↳ +y ) . . . . . .↳+y )

Comme K est ommutaf?⃝Ê
on a la formule du
binome de Newton

= Ê Cp? ×?y
P
-k

k=0

CÎ = µÊÏ



= YP + ËZ CpkxkyFk + ✗
P

-
si → ≤ k ≤p

- l l'entier

Cpk est divisible par p :
CÎ = ftp.wi

.

=
" ËpÏy

.



k! = I. 2 . . . . . elle-D. k

(pk)! -1.2 . . . . . - • (p-K- I ) .(p -k)

et comme ksp k ! n'estpas divisible

par le
ub premier p .

dent comme p-ksplp.to! n'est
pas divisible par p .



Cpk = p.gg?j?!-y.-N
Comme



Kk ≤p-lcj-p.pfff-%Bc.IN
C- p IN

dans le corps
K 1≤k≤p- l

cpkxkyM-cpk.lpixkyP-K.CM#kyP
"



cf-ikyP.IQ
(✗ + y)P = YP + (pi ) .OK + XP

= +YP
☐



en several ×:/ ×
( si Kat un corps

decaractéristiquep general )



Petit Thm de Fermat :

sit-inage
ds K )

alors on a Î= ✗

de maniere Equivalente : tu c-Int
-n estdivisible par p



si Kut un corps de caractéristique p
et XEK alors

✗
l'
= x ssi ✗ c- tp ( l'image de

% par Cana
)



✗ c- K ✗=/Ok alors pour ne-1

a. ⇔""-
( 1kt . _.tt/d.x=u.tkmn.x=n.lKoK=

" En
=×j÷ᵉ
"
K
"" . -

-+1km
Gün



Si ✗ c-Fp ⇒ ✗% ×

Preuve : preuve ✗ = n.tk avec nE.Il
et faire une recurrence sur n . .

e , u - - a

⇐ si ✗ vérifie ✗Ex alors



✗ est racine du pdynome de d
◦

p
P

= XP- X

PH) n' a
pas plus de p racines distinctes

et PCH admet deja les elfs de

Fp comme racine .







Espaces Vectoriels



Ex : { Ok}

- K .
est un K -eu ou la multiplication

externe et interne sont des În
.



Produit V et W sont des K- EV

"× = {⇔ c- V
,
wow}

a une structure deKev
"

produit
"

(vin) + (Ini) =/ vi.v
'

,
wtw

' )

kekk.lv/w)--(k.v,k.w)multext↑ ↑multextnnw
sur V



en applicant a V=W=K eten itérant
on obtient pour d≥

/

Kᵈ={ (%, xz, . . ., ✗d)À xic-ki-h.cl}
Î+Î=(× ,+×

'

, ,
- - - .

/ xd
+ ✗

'd)
KÏ-1k¥ , . . . . ,↳d) Qd = O-d.to/...,0)



FUKI :{ f :X - K}
ftg: ✗ → f4) +gtx) → une structure

k
.
: ✗ → kf4) de K-EV

.

FIXN)



Il = Yo -EV

FH
,
x) -- { f. ✗→ V}

f+9 : ✗ → f4) q gtx)
b. f : ✗ → kf4)



Sous - Espace Vectoriel



Ex : {Q,} ,Va V sont des SEV

-
Î-VK.it?-{ KE Kek} etunSEV

- ftp. . -id) ✗iek xp . . _ +✗d- } <Kd
est un SEV de Kd

- {En . . - Ad) xp . . . . + xd-9kW PAS unSEV!



f-(K ,K) -_{ f : ✗→ fa) EK}
FCK
,KJ= { f :K-K fl-x) = f6)}

f-(K
,
K)
-

= { f.K-skftxk-fa.ly
sont des SEV

.



Applications linéaires





Exemptes V=Kᵈ={ As, . . ./ ✗d) ✗iek}

è•* : Î=(x ,, -→d)c-KIX ,
EK

:

e? : ¥11, - -Hi, d)ekd- xiek
:

et les eËKᵈ→K sont K-linéaires
.





ej : K'→K

here; - { (Qx» - id ) %, -→dek}
T-mlej-ke.is/iyectiusoid=l

.

S : Kd → K
S est lineaire

Î→ xp . _+xD hors:{ Îtqxst .- -+✗À



Honidvw )
, Jer

lineaire
.

↓

On eeviva HOMKIYW ) Eudklvl
aussi

etc
. . . . .



stabilité des applications linéaires

q : U» V Y :✓→ W linéaires

Yoq et lineaire .
et si q :

U-N estbij alors

§ :V-N est lineaire .



si q : V→ W q
'

: V →W

KEK alors

koqtq
'

: J'→ k.glv9 +pH
est lineaire ( utilise que

Kat

commutatif )





Hank.eu/YW) a une structure

naturelle de K- EV .



Hanff, K) = ✓
*

le dual de V

si V= Kd eÊ c-

les vecteur de V. s'appelles les

formaline



End
µ
(v ) = Horn

µ
(IV) etun K-eu

et munis de la composition des AL

(End«W ),+, %,99,Idv)
a une structure d'anneau et ni de

K-algeboe .
L'algebra des endomorphismes deV





Sous -Espace Engendré



mem si -5--0457=19}

Hect m
''

di
/
t'2×2" . _ +Anh n≥ / dick

Xie -5



Cas particuliers : Somme / Somme directe

si ✗ il sont de SEV de V

on note ✗ +Y =

"

la somme de✗ etY
"

= Veut ( KY) c V



Preuve : { ✗ +y ✗ c-✗ ici] c ✗ +Y ?

vrai car si ✗ c-✗ ,y c-Ya
n

✗+Y ✗+Y
et comme ✗+Y est un SEV ✗+y c-

✗+Y



✗+Y a { ✗ +y ✗il} il suffit de
voir

que Û estun SEV

car alors il contient X et Y et

donc contient Veet / XP) =✗+Y .

Soient ✗À ,yÀ de K e

i (✗ +y) + t' +y
') = (d ✗+×') + (Ê') |]



~

Ivey: si VEX si V=x+y= ✗
'

+y
'

aurait mq ✗⇒
' etysy

' ?

Gna ✗ +y
-

_
À + y'⇔ ✗- ✗

'

= y
'

- y
""

ÎN



✗ -À c- ✗ n'/

✗- x
'

= Ou = y
'
-

y

⇒ ✗ = à & y-y
'

II



Ej: V = ✗⑦Y

*
×
: \/= ✗⑦Y → ✗

il = ✗ +y → ×

mq
a-
✗

est lineaire de levers X
-calculer Ink ) et bu /↑× )
-
M
9 n'

✗% =P
, (Idempotente)

= projection sur ✗ Klement a %



- pareil pour a-

y
:

- Mq V
= ✗ ⑦Y ≈ ✗ ✗Y :{Ei ) *×

⇔}



Familles Generations
libres
,
bases



aw

si

Ex : Kd did Kd est de type fini
Kdest engendre par la famille de delts
4=(1,7--10) loi/91,0, . -yo ) , . . . . / ed :/QQ . 1)



si ✗
2,

. . _

,
✗ad ) c- Kd

¥
Î= ×
,
. 4,0, . . .,o) + ✗a. (91,9--10)
+ .

. .
. + ✗d. (Q -

- . .

,0,1 )
= ✗ il , + . . . . . . + ✗ded •

FUR
,
IR) n' type fini



- IR>Q
Reston Q -eu

Rn 'est
pas un

-evdetypefiui .
- IRSIR Restau B-eu

RetdetypefiuifomueR.eu )
Hx-ctRx-x.IR •





Rmg c'est l'Élement faux si K et un

anneau gemaral in tres joli
pan ex :% .

les I-modules sont les
gpes

commutatif et il ya des tas de gpes
commutatifs qui ne sort pas de laforme À
detype fini



Par exemple un

gpe commutatif fini .
Ex : %/qi . ¥qË%%q%



R n' est pas
de type fini comme Q-eu :

Supposons Ratm Q.eu det.f.IR
≥ Qd d≥ l

IR) =/ Qd / ugali
!"

Q estdenombrable /QI - IINI
le produit IQ" / =/ IN / ⇒ IIRI =/ INH ☐



ga H gematria g:{% . . . . -id}

Cbg :
Kd→ ✓

À = (%, . . -id) → Nest nzezt . _ . . +ndedNEU
"

Chg (
Î)

C Lg(•)
est lineaire

.



Clg¥+ Î )
= Clg(f) ✗À, ,

. . . . ,d×dÀd))

= ✗ × ,+×;) . e , + .
. .
- - + +✗

'

d)◦ed
= d ( × ,et . . .+ ✗ded) + He , + . - - + ✗

'

ded)
=D CLGLÎ) + Clg (Ï ) .



Dire
que g est gematria
⇔ Clg est

smj .





( on veut mq
Clg

est injective)



Famille Libre



F-{ % , . . _ ,y} -
V

% : KI -> Y

Î=Hi)i≤g→ ✗ = % -est . . _ + of - ef
Image Chp ( Kt) =<F) a V

Clj est injective ?



% ing ?

si Î etÎ sont tq "=x,est . . - -+ ayez
= rejet - - - - +ajef

⇒ ×
,
=×

'

, ,
. . . . /

✗
g-
✗j

⇒ ×
,

-×; -- - - - - = ✗

g-
✗
'

g-
-Ok

1-
'ecriture de v comme CL d'elfs de
F estunique .



↳ iy ?

balle ) :{0kf}

si Îtq ✗sept . . . _
+ ×gᵉg=Q

⇒ ✗ 5-
✗5- . . _ =×g=Op .





Exemple Base Canonique
kd 4=4,0, - - up ) , - - - potto, . . -10,1 )

est libre
.



K
>

y=/I. 1,0) ↳=/0,41) ↳=/4,01)

soient ×
, iz, ✗ZEK +9

✗Ni -1×24-1×34=(0,0/0)
(✗v40)+Œ,#43,01×37=190,0)

(✗t'31×7×2,112+7) - (0/0,0)



✗Y 7×3--0

{ × , -1×2 =
2--21<=2.lk

✗27×3=0 Si Cork -12Ète✗z=
- Xz inversible

✗1+1/3=0
×
,
- ✗3--0=>2×1--0
⇒ ✗ 1--0×3=0×2--0



Si Ccn (K) --2 ×
,
-✗5-
0 ⇒×

,
-
-×>

✗ 1++2=0--75×2 ✗ 5-✗2

VIV2+4=(2/2,2)--10,0, b)

Famille non libre .



✗5-
- Xz ⇒ 2×3=0

¢ ✗ = -✗ si Cork) --2)
Si Coeck) -1-2 la famille est libre .

- Si Car =3 la famille n'est pas
libre



Preuve : Si F est liée il existe

* i. - ie) =/ H . . . -P) tq
✗sept . . -

- + ✗lee =Q,
comme Î= il existe ic.SI, l} tq



xi -1-0 Quitte a renuméroter les ei
0ps l' =L ne -40

Xje , + . . - - +al-lle, +Keel =0

C- xp. le = Yest . - - +Hell- t
- ✗e -1-0 donc inversible

et ?Ë .
- -

-+7%4-1



ee est CL de {% . - see-i}
le c- Kettle, - -, .ee- i})
Heat (F) = l'ect (F -{ ee})

⇐ eee Veet ({ es , le_,} ) alors

il existe xp, . . -ix.,EK tq



le= Yest .
. _ . . .

+ xp, le ,

◦= x
,
e
,
+ .

. . . . +ne_, le_ ,
+ l'Del

Comme -1 ≠0

F- {es, . . . . ce} est liée .
☐



Preuve : Soit GCV un famille generali
ce G-{en . -xd}

de taille d -1in (v )

( Lg :
Kd _- V est surjective
on veut mq

c'est injectif .



Cad G est libre
.

Si G Etait liée alors il existerait
i c-{ 1, . . . -il} tq

eie Veet( G- {ei})
l'ect (g- {à}) = Veet (g)=\/
Il serait engendre par d- 1 elements



cequi contredit la clef de dimv.
- G est libre

Clg :
Kd → V estun ison

.

☐



Corollaire : Soient Vetw des K-eu

Tim finies alors
V ≥ W ssidimv-d.inW

( en particulier À# À)
↑
comme IR-N .


