"Le corps conditionnne le raisonnement.”
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DEFINITION 4.1. Un corps K est un anneau commutatif possedant au moins deux elements
Or # 1k et tel que tout element non-nul est inversible:

K* =K — {0g).
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THEOREME 4.1. Soit ¢ > 2 un nombre premier (les s de q sont 1 et q) alors
Uanneau des classes de congruences modulo q (Z/qZ,+,.) e t orps (ﬁ , de cardinal q).
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PROPOSITION 4.1. Soit K un corps, B un anneau et ¢ € Homapn, (K, B) un morphisme. Alors
si @ n'est pas nul (p # 0g) ¢ est injectif:

v: K — B.
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PROPOSITION 4.2. Soit A un anneau integre (en particulier commutatif) , alors il existe un
corps K et un morphisme d’anneau injectif

t: A=K

(de sorte qu’on peut considerer A comme un sous-anneau de K en identifiant A a 1(A) C K) et tel
que K a la propriete de minimalite suivante: pour tout corps K’ et tout morphisme injectif

/i A— K/,
il existe un morphisme (necessairement injectif)
U K — K’

prolongeant le morphisme ' (ainsi A et K peuvent etre vus comme des sous-anneauz de K' ).

DEFINITION 4.3. Le corps K s’appelle le corps des fractions f et se note Frac(A).
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DEFINITION 4.4. soit A un anneau commutatif. Un ideal I C A est mazimal si I # A et si il
est maximal pour linclusion parmi tous les ideaux de A distincts de A:

¥J C A, J ideal de A, 1 C J = J =2

THEOREME 4.2. L’anneau commuzﬁngfﬁ/l est un corps ssi I est un ideal mazimal.
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DEFINITION 4.6. L’entier p s’appelle la caracteristique du corps K et se note

car(K) = O
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LEMME 4.2. Si car(K) > 0 alors car(K) = nombre premier.
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LEMME 4.3. L’anneau Cang(Z) = Z.1k est un corps fini de cardinal p isomorphe au corps
F, =Z/pZ.
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LEMME 4.4. Un anneau commutatif integre et fini est un corps.

Preuve: Exercice.



DEFINITION 4.7. Le corps Q C K (sicar(K) =0) ou bien F, C K (sicar(K)=p > 0) s’appelle
le sous-corps premier de K.
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PROPOSITION 4.3. Soit K un corps de caracteristique p > 0 alors application

K — K

P .
[ ]
" — xP

est un morphisme d’anneaux non-nul (donc necessairement injectif ).

DEFINITION 4.8. Soit K un corps de caracteristique p, le morphisme d’anneau precedent s’appelle
le morphisme de Frobenius (ou simplement le Frobenius) de K se note

frob, :z € K — 2P € K.
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THEOREME 4.3 (Petit Theoreme de Fermat). Soit K un corps de caracteristique positive p et
frob, : K — K le Frobenius. Pour tout v € F,, = Z.1g on a

frob,(z) = 2¥ = x.
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An attempt at visualizing the Fourth Dimension:
Take a point, stretch it into a line,

curl it into a circle, twist it into a sphere,

and punch through the sphere.
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DEFINITION 6.1. Soit K un corps, un K-espace vectoriel (K-EV) V est simplement un K-
module. Les elements de V' sont appeles vecteurs de V.

EX: io,g)

-~ K. eﬂ'\m. K-QI\/ G(ben- W\\r'Q)(-.‘ \uj;\b-v\,
bc'\'@\\w. By levne xenK\ J(/) W{V\ :



Produtt V of W gont dis K-EV
\/x\x/:: i (V/“D [ \// wéW}

o we stnidwe de-ev npmon)fv

(v/w) ¥ (v’,w' -.-.-( vw)/ ww’)

el low) = (kv k;\wll} .
W QAL UL

m;{ta’r y



UL \'c(!/v\:t @ \/c\/\J-:K Jw\, {fe,vam‘t

o obRuid [ d_}l
4 -
K :3 (XA/ )CZ/.../XJ)ZX X£€K Lzlo‘]}

X+ X =(x,+><],/---./>u+xl[>
e x =(|L,>ZN.-... /b‘d) OI(" - Qd‘z(O/.../O)






V= K-EV
F(Xv) “?ﬁ X’)VX

ﬁ-&%'. X —9 3(@ + b@c)



Sown - €5 loace, \/e,cj_()h@/p




DEFINITION 6.2. Soit V' un K-espace vectoriel, un sous-espace vectoriel (SEV) de V' est un
sous-K module W C V.

PROPOSITION 6.1 (Critere de SEV). Un sous-ensemble U CV d’un K-EV est un SEV ssi
Ve K, 0,0 eU, ANv+v eU.
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DEFINITION 6.3. Soient V' et W deux K-espaces vectoriel, un morphisme ¢ : V — W de K-
modules est appele une application K -lineaire.

PROPOSITION 6.2 (Critere d’application lineaire). Une application entre espaces vectoriels ¢ :
V= W est lineaire ssi

VA€ K, 6,7 €V, p(\T+ ) = Ap(¥) + o(@).
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PROPOSITION 6.3. Si ¢ : V +— W est une application lineaire, le noyau
kerop={v eV, ov)=0w} CV

et ['tmage
Imyp:={p@), 7eV}CW

sont des sous-espaces vectoriels de V' et de W respectivement.

PROPOSITION 6.4. Soit ¢ : V +— W est une application lineaire, alors ¢ est injective ssi
ker p = {0y }.
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NOTATION 6.2. On notera \‘) l

HOl’IlK,Ev(V, W) ISOIDK EV VW

EndK_Ev(V) = HOHlK_Ev(V, V), AutK_Ev(V) = GL(V) = ISOIHK_Ev(‘/, V)

les ensembles des applications lineaires, applications lineaires bijectives (ou isomorphismes), d’ en-
domorphismes et d’automorphismes des K-espaces vectoriels V et W.
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PROPOSITION 6.5. La composee de deuz applications K-lineaires est K-lineaire : pour ¢ €
Homg (U, V) et ¢ € Homg (V, W) lineaires, alors ¥ o : U — W est K-lineaire et si ¢ est bijective
alors =1 : V = U est encore lineaire.

Une combinaison lineaire de deux applications lineaires est lineaire: Yo, ¢ : U — V et V) € K,
lapplication
Ao+ o :uelUwm— dp(u)+ o(u) e V
est K -lineaire.

THEOREME 6.1. L’ensemble des application lineaires Homg (V, W) a une structure naturelle de
K-EV.

L’ensemble des endomorphismes de V', Endg (V') muni de 'addition et de la composition a une
structure naturelle de K -algebre. Son groupe des unites est le groupe Endg_py (V)™ = Autg_gyv (V)
des applications K -lineaires bijectives. C’est un sous-groupe de Bij(V).
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PropOSITION 6.6 (Les SEV sont stables par intersection). Soit W;, i € I une famille de SEV
de V indexes par un ensemble I alors leur intersection
AWicV
il
est un SEV de V.

DEFINITION 6.4. Soit F C V un sous-ensemble, on note S, t’ & OV
) -

(F)k = Vect(F)CV

le sous-espace vectoriel (le sous-K module) engendre par 7 .
On rappelle qu’il s’agit de maniere equivalente

— de lintersection de tous les SEV contenant .7,
— de l’ensemble des combinaisons lineaires d’elements de .F a coefficients dans K

(Fyk =AY Nwi, n21, A, A€ K, 21,0z, € F.
i=1
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LEMME 6.1. On a
X+Y={x+y, x€X, yeY}.
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NOTATION 6.3. Si X NY = {0y}, on dit que X etY sont en somme directe et on ecrit

XeYcCV
pour leur somme.
Si de plus
XY=V
on dit que V' est somme directe de X etY. On dit alors que X et'Y sont des espaces supplementaires
(dans V).

PROPOSITION 6.6. Si X etY sont en somme directe alors ecriture de tout vecteur v € X &Y
sous la forme

v=x+4+y, z€ X, yeyY
est unique.
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DEFINITION 6.6. Soit V un K-e.v. Un sous-ensemble ¢ C V est une famille generatrice si

Vect(9) M =V,

ie. tout element v € V' peut s’ecrire sous la forme d’une combinaison lineaire a coefficients dans K
d’elements de 4 : pour tout v € V il existen > 1, x1, -+ ,x, € K, €1, ,e, € W tels que

(6.2.1) v = inei. 9‘
i=1

Si V' admet une famille generatrice finie, on dit que V est un K-module ou un K-EV de type
fini.
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DEFINITION 6.7. Soit V un K-EV de type fini. Si V est non-nul, sa dimension le minimum du
cardinal des familles generatrices finies de V :

dim(V) = min |94|.

¥ generatrice
Par convention, la dimension de l’espace vectoriel nul {Oy} est
dim({Ov}) =0

(on peuzx prendre la famille vide comme famille generatrice).
On dira egalement "K-EV de dimension finie” a la place de ” K-EV de type fini”.



THEOREME 6.2. Tout K-espace vectoriel de dimension finie d = dimV' est isomorphe (comme
K-EV) a lespace vectoriel K¢ (avec la convention que {0} = K°). En d’autres termes V est
isomorphe au K-module libre de rang g = dim(V'), Ke.
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DEFINITION. Soit V un K-e.v. Un sous-ensemble fini
G ={e, - ,eq} CV
est une famille generatrice (du K-EV V') ssi les conditions equivalentes suivantes sont satisfaites:
(1) On a
Vect(G) = V.
(2) pour tous v € V', il existe x1,--- ,xq4 € K tels que
vV =2x1.€1 + -+ Tq4.€q.
(8) L’application lineaire
K1 >
Gl s (X1, ,xq) +— x1.€1+ V + x4.€4
est surjective.

S1V admet une famille generatrice finie ou dit que V' est un K-EV de type fini ou est de dimension
finie. On a alors

THEOREME. Soit 4 C V wune famille generatrice de V de cardinal d. Si d = dimV alors
Uapplication CLg est injective et defint donc un isomorphisme
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DEFINITION 6.8. Un sous-ensemble fini F = {e1,--- ,er} C V d’un espace vectoriel est une
famille libre de V' si et seulement si l'une des trois conditions equivalentes suivante est satisfaite:

(1) L’application lineaire

CLs - K/ — vV
(1, ,xf) +— zx1.€1+ -+ Tf.€f
est injective.
(2) pour tous x1,--- ,xy, T, -, 2 € K
ri.e1+ - +xref =214 - +riep =1z 2] = =1z5 —2; =0k.
(3) pour tous x1,--- ,x5 € K
ri.e1+ - -+zrref =0y =z =--=x; =0g.

Une famille # qui n’est pas libre est dit liee.
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PROPOSITION 6.8. Une famille a | elements F = {e1,---,e;} C V est liece ssi il existe i €
{1,---,1} tel que e; peut s’exprimer comme combinaison lineaire des autres elements de F :

Ji <1, e; € Vect(F — {e;}) = Vect({e;, j #i}).

On a alors
W = Vect(.#) = Vect(F — {e;}).
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THEOREME. Tout K -espace vectoriel de dimension finie d = dim'V' est isomorphe (comme K -
EV) a Uespace vectoriel K¢ (avec la convention que {0x} = K°).
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