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Formes lineaire



Dimension des espaces
d'applications linéaires



V et W ds K- eu de clim <x

Hom
,<
(YW) - { q :\/→ W

K -lineaires}
a une structure de Kev.

9+4 : v → qlv) +YG) = : +4)G)
K
.Q : v → k.GG) =:(k . G)



Punie : D={e,, . .. . ,ed} une base de V

B
'

-9fr, - - d'} une base deW

evolpg : HomWW ) → Wd

d-dimvq-dqled.qkdi.PH



Cette application est lineaire :

Vi =L
. . . .
d
,
deK Q, 4E HornadyW)

(iq +4) (ei ) = d. qlei ) + ytei )
en considerant les (e , id . . .d)
eval

☐(dq +4) = devalpzlq) + eval☐(y )



comme Q est déterminée par

(qkst . . _, Tkd ))

eval
☐

est injective .

Cette application est surjective ?
(donc un isomorphisme)



soit (%, > - . . ., Wd ) c- Wᵈ

soit Q l'application q :V →W

définie par : ✓= agent . . . - - +xqed

QG) = y :b + ainsi . . . . _ +xD.Wd

Q est lineaire et Qlei) -_mi



⇒ eval
☐(9) = Hs, _. . -Nd)

eval
»
:
Hom

,<
(YW) -7 *

d

dimHompfYWl_dim@dJ-d.diuW
"'%HWYj-q.it/dimXxY=dimX+dimY )



I

dim kst

dim V
*

= dim'VÀ = dimV

V et V sont isomorphes .



Preuve :

veti-cvdekv-yet-v.txdedWI-xjlyt-n.txdeddvvi-vi.dk
,est - +aged) + a)est-n-txied-lxi-xjdet-n.i-dxdtxdd.cl



id
,
. . ;D la iemecooed de

du + v
'
= dxitxi

eÊ(inv ') -_ de.IN + eilv ' )
☐



etant unebase B deV

B=/es , . . . , ed} on lui associe

une famille de d forme lineaies
B?{ EÎ, .

. . ,Ù} ( les d fonctionscoordonnées^
ds la base B |

y
#



Preuve : pour mq
Bhatunebase il suffit

de
mq ou biau Beetlebœ

ou bien Biest gematria
ou bien les deux.



Soit i
,j

=)
,
. . . _

,
d

effet) = la ie.me coord du vecteur

ey ds la base {es, _ . -il}

dej= 1. ej +Ç, Qei
l'#j i

ÉTg) ={^ si
i.a

0 si l'=/y



Mq À est libre .
*

Soit le = qe, + . . . - tapeÀ EV

tql-O-konvaitmqni.in . -xd -0

Calculons d

llejl-ERieityl.ge!g)+ . . .
+added



llg ) = sgejtg) =sy
mais l(g) =0 ( car l=-0k )

g-
1
. . . d g-

O

B
"

est libre donc est une base
deV.



Preuve : Consort B
"

est generation
l -
_ rift - . . - + xqeÂ

llgt.ge?lqji-+xjjTg)+...+xqeqKjlIg)-O..O-ixj1-i0 0



l (ey) = j'
-une coordonnée de

l ds la base B
"

B:{eî, . . . . , si }
IÎ possede une base 13ᵗʰ et donc
Han

,<
KIK)HIJ =H

*



À :{ eï, . ..ci
.

}

j-l.uv.de?*(l)=l(e :)
t j

jeune oh y**Ï= dbidualdel ds la
base B? du



Il ≈ IÎ ≥ ✗
* *

va •
*

, y
*

Il ≈ \/
☒ *

Ej: il existe un isomorphisme entre

V et V
* *

qui ne depend
pas du

choix de la base B .



Rmq : D'ou sort la base duale B
"



Representation de
SEV



Putney: Wall

sort Gpc W une famille generation
de Ht : UN C-W il existe des scolaires

[[g-- { www.jgcw]]
%,

. . - j'g tq KIKI# vu. . _ + ✗gwg



tout recteur peut être representé
par la donnee d'un g-uple de scalaires

,
_ . .

,
✗g)

les parametres décrivant W

[Lg :
KG → W

(x» -- --Pg ) →
w= seins + . - - tag.wg



⇒ Representation paramétrique de W .

Rmq: si Gat une base de W
la representation estunique.



l

Rony •



Preuve : Soit B
#
={es, . . .

, edw} une base
de W ( dw = dim IN )

Gu peut completer Bw en une bande V
D= { %, _ . " / edw , edwtl , - - -, ed} D=dimv



et B:{%, , . . ./êdw, edin , - - ici}
IN =
l'ensemble des œct de V qui sont

CL des ly , . . ., ldw ( et pas deeqw.PH/--sp*-cVtqedw+,lwl=0=...=eq(wl}
☐



1mg : si * :{wevtq Çlwt . . . .-1µW:O}
alors on peut mq
d'≥

dimV -dimW .

(Consequence du Thm Noyau -Image)



*:{wevtqlfwt-n.i-ld.tw/=cfli:V-sKforme lineaire .
4- {% . . .

,
là} - À

evald : Il → Kd
'

× → (ftp.uyldlvl)
[ est lineaire



et par hypothèse
bruleraf) = IN

ThmNoyau-T-maged.int/=dimbaevof)+dimevaf(V)dimV--
dim W + dimevaf (V)



dimV-dimW-dim@vaflvDs_di.HE
À # Veut( (HIGH
donner une regs cartésienne

dew .



Base de Aow (YW )
K



Applications linéaires Elementaire
B-
-{%, . . .pt)- V base

B
'

-9fr, . . fais - IN base

B:{%. . .ci}À base duale .



"% . - - il
'

j'% . -il on defini
E.
y
:
U → IN

v → ftp.f.i
si 11=4%7 - - - - + sealed

Eija) - xj.fi



Reuze :

Ejlivtit-ejtvi-vJ.fi
HEIN +ejlif.fi EH
- iejwfii-ejw.fi"{ +Eiji)



EijtDCK.fi et

⇒ dim Eig (V) ≤1

Eij (g) = ejkj.fi - fi # Ow
dim EIN )≥ /

- END=K.fi



clim KerEj = dimV - t

ejH.fi = Qu soi g%) =Ok
⇔ ve Keyt - . . + Keg-it Key, + . . . _+ Red .

☐



-

Preuve: par mq BB
,
Ps
,
et une base de

Hank(YW) il suffit de mq



Soit xi
,j
i≤d' y≤et

des scalaires tq
d
'

d

f-Z ZoeyEy = -0W
G- l j

-

-
i

⇒ Hj . . . .
de

Quoi -0W



d
'

d

¥ xijejlg.fi = Ow
d
'

⇒ [ xij.fi - 0W
ET

{ f) . - -Id
'} estun famille libre



fiel, . . . . /d' Rigo-0k

* job . . . ,d Vid , . . ;D
'

Rigo= OK

les (riz ) sont tous nuls .

Kip forment une base .



Mq Q c- Horn
,< IYW ) est CL des Gig)

Q -

_ ÇmyEy on cherche les mij

Soit ehEB on calcule

Qlek) -_ mijEijlek)



Ey(ek) = ejlekfi c-W

GTen) = §.• ={
' " ok
O sinon

d
'

Q (en =Zmikfi
f- I

niks la ieme cocon de Cf ler) ds la
base B

'



mik-f.IQ lent) ttkçd



qlejt-fm.jp. -



Isf : les (mij) i≤d
' sont les cœfs
tel

de Q ds la base

Bpspgcltomp.lv/w)-mijlq)



Comportement des
coordonnées



Combinaison Lineaire.

migldqi-YJ-imijlqtm.jp)



HomKU,N) Bus BB
,
B
'

Preuve : "

on sait
que

si U estun Kev

et Bo est une base de U

e c-Bu la Jet qui a
UEU → coef de u par rapport a

e et uneforme lineaire .



on a que

mjlq) -_ f.
*

lqlej)

Q → 91g ) et
lineaire enQ

et w → FIN est lineaire euw

mij-fioexale.gl .)



q +4)(g) = i. qlg) +41g)

☐



Image d'un recteur





Preuve :
v =yË Jej

d

qui -- QIEgg)
dd

=Zxjqlej
f-

'

d

=€7 ÏÉmiyfi =ÏÉË
,

✗amij.fi



Ë ✗

a Ëmiofi
d d '

=€€,

✗jmijf,

=.ËËEo nid.fi



9E) =ËiTÊTE .fi
Yi

☐



Composition d' Als



U
,
V

,
W

B B
'

B
"

{ en "k≤d} {fÜ≤d'} {
"

gaie
"}

Q : U→ V de cœfs
(npk )y ≤d

'

k≤d



Y : V → 1N de æœfs
(my) i ≤ d

"

j ≤d'

QQ : U -9-1/-4 w
de cœfs (lire) i ≤d

"

b.≤d



* ⇒
Preger :
i q -

_

Z
y ,k
"
diKEYk€7 ,Kek

air :L



Y =§ mjfi.ge
si b.≤d y≤

d
'

Qleie =ÉÉ na ,k¥
4 (fa) =Ë mi.ge



4. q Gr) = Y(qLepd

Y IË .no ,kff1
= Ëno

,
nY%)

= ÏË
'

nonË mi.ge



d
"

d'

ËJÇmûr lgi-y.me
= Ëlikgi
E- '

d
'

lik= [mij. njk ☐
f- 1



Duale



q : V
- W

l :X →

Ketoff:#
*

→il
→ QU) := loqËÊËêqe)4) = ◦g)f)=L (QU)⇔



QTl ) est une forme lineaire sur V
(un element de U )

QU) = loq : VIN -4K
est lineaire car composée de 2

applications lineaire .



Preuve : on avu que QTL ) est uneformelineaire

(de la variablevev)
on regarde

97dL + l
'

) pou
dek l
,
l'c-W

*

Étoile) +9717



On veut
mq
tu c- V

qYili-l.tv/--dqTllN+qYeHv)qIil+l7H--Hl+lDlqH)=d.llQlvD+l'(QlvD--
i. 9494) + QU'XD ☐



Q : V -W

q?W
-V

→



:
i : U e V

↑
SEV

soit i l' injection i :uc-UC-suc.VEest lineaire de U vers V

i? y
☆

→ U
-

l → ITA : uc-U-slliH.lu)



i%) : u e U → l ( u)

iIl ) = la restriction de l à

U

l
µ

: ue U → l( u)
.

☐



Q : V → IN
BU •

Q* : HT→ va
* PÉ

soient (mij ) i≤d
' les eœfs de qdsBB.pl
j≤d



Soient (mij ) i≤d
' les eœfs de Qds BB,B'
j≤d

soit (wifi )j≤d les cerfs de q
"

ds

i ≤d
'

BB'*B-



V

voor

Preuve : Cmj;) les cœfs deqd
on sait 9*(1-7)=2

* *

2=1 Jie
Gu calcule les mj.eu Evaluant 97f (ej)



97f! )(ej ) =f!(q tejD
= M i
j
'

qIf i) tej) =Ë moi . gTej)
= m

*
-

j i •



Preuve: ✓= dim QU)

{ fr-941, . . . , ficeler} - W
une base deQ(V) ou la complete
en une base de IN
B
'

-9fr, _ . -, fu, fr+1, - - - Id}



Soit { em , . . . , Ed} une base de

kerq
on sait

que
B- {es, - . _, er, em , . . _ eu}CV estune

basedeV



qlg) = Ïmijfi
qlej-fj.si *≤r

Q (g) = Ow si pzrtllgebuq )

ti≤d' jet mij⇒{ sis sis
≤r

0 si jzrtl



Soient {À j≤d} -_À

{ fit c.≤d'} = B.
*
les bases
duales

9*(1×1) et engendre par
les 97f!) id . . . -

d'



97f:) = £ Y! ej
d

=Zmijej
f- t

- { e?
si i≤r *À

• 0 si i≥ AI deq
{qtfi) i≤d'3- { e: i≤ v3 "%w*¥,




