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PrROPOSITION 7.1. Soit ¢ : V — W wune application lineaire avec V de dimension finie. Soit
¢ ={e1, -~ ,e,} CV une famille generatrice alors ¢ est completement determinee par ’ensemble
de images des elements de 4 :

gp(g) = {90(81)7 e 790(69)} c W.

En particulier, p(9) est une famille generatrice de Im(p) et on a

dim(Im ¢) < dim(V).



DEFINITION 7.1. Soit ¢ : V — W wune application lineaire. Le rang de ¢ est la dimension de

Im -
ra(0) = dim(Im )= KA¥A Cgk\/)
REMARQUE 7.1.1. On a l'inegalite

rg(p) < min(dim V, dim W).



EXERCICE 7.1. Soient V,W deux espaces vectoriels de dimension finie et ¢ : V +— W une
application lineaire. Montrer que

(1) Si ¢ est injective alors I'image par ¢ d’une famille libre est libre et
dim(V) < dim(W)

(2) Si ¢ est surjective alors 'image par ¢ d’une famille generatrice est generatrice et
dim(V') > dim(W).

(3) Si ¢ est bijective, I'image d’une base de V est une base de W et dim(V') = dim(W).

EXERCICE 7.2. montrer qu’'une application lineaire envoyant une base sur une base est un
isomorphisme.
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THEOREME 7.1 (Noyau-Image). Soit ¢ : V — W une application lineaire avec V' de dimension
finie. On a
dim V' = dim(ker ) + dim(Im ¢).



COROLLAIRE 7.1 (Critere de bijectivite). Soit p : V — W une application lineaire entre espaces
de dimension finie. St
dim(V) = dim(W)
alors est conditions suivantes sont equivalentes
(1) ¢ est injective.
(2) ¢ est surjective
(3) ¢ est bijective.
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THEOREME 7.2 (Dimension de I'espace des applications lineaires). Si V' et W sont de dimension
finie, alors Hompg (V, W) est de dimension finie

dim(Hompg (V, W)) = dim V. dim W.

imvc,: ,Ezi&” e,,ﬂ) we bue de V
'B) )} /S 3 wv\.Lloa.K. c()z,\l\/
e,onE-. HomKLV\:\I> _D W ,\24;,.‘\/

CQ —-b(ﬁole), cp(e,)}.../@leﬂ)




CQ,H'(, a.”k\’ o&\t‘o-a— a—.“- ex'v\z.qwe, 2
Vil | deK P, Y HMKC\W)

(AC(}J&]))(@{): )\.CP(QJ 4L])(e_{)
e congidivont iy ((L, L<) A)

LVJB(XG(NL@ = )\evw?];(q)) + eV B(\l))



comvne CP et Dfowiwee wa_
Q CP(Q*)/ ) C€(q )>
MaDB ot 3wdaJ{%.

Gl okion ot sutecdive ..9
(Jﬁ v, l‘wnd»‘&\{?;&.)



so:( (W)} TP Wa\ ) € WOL

sot @ &M\'ufv’eﬁ_ C‘F \/ —oW

Aejawie (,w\.: VER SR SO rz el
ﬂD(\/) = )W) gy ¥ W,
® o Uveaive o Plei)=w,



== Q/MJB(CF) = (w} - /WJ)

ol . Bom () 22 W7

doa tom () o) =4l

ohvm XxY
Wdak\)—(fj\)z/:"**\)g ( = 1w X—Po’fm Y )
d Jore




DEFINITION 7.4. On note l'espace des formes lineaires £ : V — K,
V* :=Homg o (V, K)
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et on l'appelle le dual de V.



DEFINITION 7.5. Soit 8 = {ey,--- ,eq} une base de V, siv €V s’ecrit
vV=2x1.€1+ -+ T4.€q
le scalaire x; est la i-eme coordonnee de v dans la base %. On note ce scalaire
z; = e (v).

PROPOSITION 7.3. L’application v € V — e} (v) € K est une forme lineaire . On lappelle la
i-ieme forme lineaire coordonnee relative a la base B de V.
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THEOREME 7.3. Soit B une base de V', la famille
B ={e], - e} CV”"

est une base de V*. On a
V’L,j -4 d, ef(ej) = 5i:j = {

DEFINITION 7.5. La base
B ={el,--- e} CV*
s’appelle la base duale de la base A.
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COROLLAIRE 7.2. Soit £ : V — K une forme lineaire. On a

d
EzZﬁe- e;

ntdit,l ordonnees de ¢ dans la base 2* sont donnees par les (£(e;))i<a (ie. les
chacun des e;, 1 < d).
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PROPOSITION 7.4 (Representation cartesienne d'un SEV). Soit W C V wun SEV (distinct de
V). Il existe un entier d’ > 1 et une famille de d' formes lineaires

L={ly, - Ly} CV”

telles que
W =A{w eV tels que {1(w) =0, lo(w) =0,--- l,(w) =0}.

De maniere equivalente, W = ker ¢, avec
or:w eV (l(w), - la(w) e K.
En fait on peut prendre d' = dy — dw et la fam}ille
L={l, Llgy—dy}t CV"

forment une famille libre de V* (ie. les ¢;, i < dy — dw sont lineairement independantes).
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LEMME 7.1. L’application &;; : V +— W est lineaire, de rang 1, d’image K.f; et de noyau
ker&j = <% — {ej}> = K.e1 + 4 K.ej_l + K.ej+1 + -+ K.ed

Uhyperplan vectoriel engendre par les vecteur de la base % moins le vecteur e;.
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DEFINITION 7.7. Soit V,W des K-EV de dimensions finies d,d’ et
B = {ela"' 7ed} et’@/ = {f17"' 7fd’}

des bases de V' et W et #* = {e},--- ,e}} C V* la base duale de A.
Pour i < d', 7 <d les applications lineaires definies par

gi,j veVi— e;(v)fz eW
sont appellees applications lineaires elementaires associees aux bases B et A'.

THEOREME 7.4 (Une base de 'espace des applications lineaires). La famille des applications
lineaires elementaires

B’%)’_@/ p— {8”7 7 < d/, _] < d} C HomK_er(V, W)

forme une base de Homp ¢, (V, W).

Prove: peo e %%)5' & we loane &
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PROPOSITION 7.7. Soit
o, : V=W

deux applications lineaires et (myj)i<ar j<ds (Nij)i<d’,j<d leurs coordonnees dans la base B gz . Pour
tout A € K, \.p + 1 est lineaire et ses coordonnees dans la base Bz 5 sont donnees par

(Amij + nij)igar, j<d-
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PROPOSITION 7.5. Soit ¢ : V = W une application lineaire et (mi;)i<qa j<d les coordonnees de
@ dans la base By g . Alors pour k=1,---,d les

(mz‘,k)igd'

sont les coordonnees de p(ey) dans la base %' .

: . d
PROPOSITION 7.6. Awvec les notations precedentes, si v = ijl xj€j, on a

d d
o(v) = Zyifi avec vy; = Zmij.:pj.
i=1 j=1
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THEOREME 7.5. Soient (nji)j<a . k<d les coordonnees de ¢ dans la base Bg g et (mij)i<dar j<d
les coordonnees de 1 dans la base Bg g . Alors les coordonnees (Li)i<a k<a de ¥ o dans la base
B .z sont donnees par

lik =Y mijnij.
VAR

Q = Zﬂ, ’kzth“élhek A-.
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PROPOSITION 7.8. L’application
i heEW s Lope V™

©* € Homg (W*,V*)
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THEOREME 7.6. Soit ¢ : V = W une application lineaire; % et %' des bases de V et W et
(mij)i<ar,j<a les coefficients de ¢ dans la base By gz et (m;@')jgd,igd/ les coefficients de ©* dans la

base associee aux bases duales
W B+, 5+

on a






THEOREME 7.7 (Rang de lapplication duale). Soit ¢ : V — W wune application lineaire et
©* : W* — V* sa duale, alors on a

Prove: v= diw C[)(V) o
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