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DEFINITION 8.1. L’espace vectoriel (Kd’)d s’appelle lespace des matrices de dimension d' x d a
coefficients dans K et est note

My xa(K) = {(mij)i<ar j<a, mij € K}

Un element de My «q4(K) est appelle matrice de dimensions d' X d ou juste une matrice d’ X d.

@ -
@ mi1  Miz - mld\
mai moo -~ mMad

M = (mij)icdr j<d =
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DEFINITION 8.2. Soient  C V, %' C W des bases comme ci-dessous et By z C Hom(V,W)
la base de Hom(V, W) associee. L’application reciproque CLgi L, sera egalement notee

matg%/’,@ : HOHI(‘/, W) — Md’Xd(K)‘

Explicitement, si on la la decomposition ¢ = > > m;;(p)&;; alors on a
i<d’,j<d
mip Mi2 - Mid
m21  Mm22 - Mad

mqr1 Mgqr2 -+ Mgd

La matrice matg 5(p) est appellee matrice associee a ¢ dans les bases B,%'. Rappelons que pour
tout 1 < j < d, (mij(p))ica est Uensemble des coordonnees de ¢(e;) pour e; € A dans la base B':

> my(o)f

1<i<d’

(-eme c,aov) ds Jy
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DEFINITION 8.4. Soit une matrice

mi1 Mmi2 - Mid
ma1 Moz -+ Maq

M — . . E Md/xd(K).
mMgqr1 Mgqrg -+ Mygrd

Pour j < d (resp. i < d'), la j-ieme colonne de M (resp. la i-ieme ligne de M ) est la matrice
colonne (resp. ligne)

mlj

mo,
Col;(M)=| | € Coly(K), resp. Lig;(M) = (mir miz --- miq) € Ligy(K)
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Cont brynaisons Lineaines
He\’xaQ(K) e.+m K-e\/

M= (3, I N: Lw, Yeed €K
o‘<4 J<'(

AN +N = (Amd:ml&éf:/l















DEFINITION 7.3. Soient d,d',d" > 1 et M € Myrwqa(K), N € Myxq(K), on defini le produit
des matrices M et N comme etant la matrice

L= M.N =M x N

L:( Zm Mk dEMd”xd(K)-

f’ M)( ue ()a ZMJ\'M &&Aamm‘rﬂa H
A J{»W}t L A%din b b2  matnce N

efagM é)zasu/f&]l J =NyN N efune mainze

Aot e 1"y &1 44%#! ‘&H(}é‘“‘zﬂ ml%t



ﬁ———A d
Kd’ lignes d colonnes ‘

mgm mduj mgan q

M : d” lignes d’ colonnes

Nia

Na'd

ha

lam Lank lara

L=MxN: d" lignes d colonnes

d
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THEOREME 8.1 (Proprietes fonctionelles du produit de matrices). Le produit de matrices ainsi
defini a les proprietes suivantes

(1) Distributive a gauche: pour A € K, M, M' € Mgy q(K), N € Mg «q(K),
(MM + M').N =X.M.N + M'".N.

(2) Distributive a droite: pour N € K, M € Mg»xq (K), NyN" € Mg wq(K),

M.A\.N + N') = \.M.N + M.N".
(3) Neutralite de l'identite: pour M € Mgy (K),

Idgr .M = M, MIdy = M

(4) La matrice nulle est absorbante: pour M € Mgy (K),

Ogrrgrn- M = Ogonrgrs M.Ogrg = Ogrrg-
(5) Associativite: Soit d"" > 1 et L € Myyqn(K), M € Mgryqa (K), N € Mg «q(K) alors

(L.M).N = L.(M.N) € Mynya(K)
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THEOREME 8.2. Soit U,V,W des espaces vectoriels de dimensions d,d',d" et B, %' ,B" des
bases. Soient des applications lineaires

p:U—V, : V=W avec

matg z(0) = (Njk)jk, Mmatgr z (V) = (Mij)ij, matgr 2 o) = (Lik)ik

alors
(8.1.3) matg (1 o @) = matg: g () .matg z(p)
Autrement dit on a
lig - lld\ (mu miz2 - Mag \
log -+ log M91 Moo -+ Moy nip -+ Nid
N2p -+ MNag
T : . : ngl o Mgy
\ld”l LRI ld”d) \md”l md”2 LI md”d’)
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PROPOSITION 8.1. Soit Z C V, ' C W des bases, v € V' un vecteur de coordonnees (x;),<d
dans la base B (ie. v=1x1.€1+ -+ x4.€q) et (Yi)i<a les coordonnees de p(v) dans la base B’ (ie.
o) =yt + - +yafy). On associe a v et p(v) leurs matrices colonnes (de hauteurs d et d' =

(v

1
kil yz\
Z2
Colgz(v) = e Colg (p(v)) =

5 i)

Colg (¢p(v)) = matg z(p).Colg(v).

Autrement dit si matg z(¢) = (Mij)i<d j<d, on a

(?Jl\ /mn mig - mld\
Y2 Moy Mo -+ My ]

alors on a la relation

i)

. . . e . xd
\yd’/ \md’l mqr2 - md’d)
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nel(p) (3 1) oA







PROPOSITION 8.2. so0it ¢ : V ~ W un isomorphisme lineaire et o= 1 : W + V la reciprogque. On
a les relations

mat@/,@(go).mat@,@/(gp—l) = 1d,.
En particulier si V =W et ¢ = Idy est [identite on a

(8.1.4) mat%g%(ldv).mate@”@/ (Idv) = Idg.
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DEFINITION 8.6. Soit M € My wq4(K), le rang d’une matrice M est la dimension de l’espace
engendre par des d colonnes de M dans Coly (K):

rg(M) = dim Vect({Col; (M), j < d}).

Autrement dit rg(M) est la taille mazimale d’une sous-famille libre de la famille {Col;(M), j < d}
des colonnes de M.

Rk 8( CF (ma, 6(6{))

[y = =~ Mg |

Rwk: ra(ﬁ)guin(A/J’) “ .

Lpe "’d'a\/
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THEOREME (Matrice de application duale). Soit ¢ : V +— W une application lineaire; # et B’
des bases de V et V' et
matg z(¢) = (Mij)i<d j<d
la matrice de ¢ dans les bases B et B et soit

matg- g+ (") = (M};)j<di<d

la matrice de ©* dans les bases B'" et B* alors on a
m;i:mij, iéd', ]éd



DEFINITION 8.7. La transposition est l'application des matrices d' x d vers les matrice d x d’
definie par
ty . My xa(K) = Maxq (K)

M = (mij)icarj<a = M= (m5)icai<a’
avec

m;kl = mij, j < d,Z < d/.
Autrement dit st

M = (mij)i<ar j<d, "M = (m]

M Mmiz o Mad mi1p Moy mar1

ma1 Moz -+ MMaq Miy Moo Mo
M — y tM = :

Mmar1 Mgr2 -+ Ma'd Miqg Mag *++ *++ Mqd

-t &
mat g, () = mt eyl F )






THEOREME 8.3. (Proprietes fonctionelles de la transposition) La transposition a les proprietes
suivantes:

(1) Linearite: "(\.M + M') = XM + ' M.
(2) Involutivite: *(*M) = M.
(3) Anti-multiplicativite: pour M € Mg ¢ (K), N € Mg q(K), M.N € Mg 4(K) et

"(M.N)="'N."M.
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THEOREME 8.4 (Invariance du rang par transposition). Soit M € Mgy «q4(K) on a

rg(M) = rg("M).
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les vecteurs

COROLLAIRE 8.1. La rang d’une matrice est egal a la dimension de Uespace K engendre par
lignes de M

deV tLg
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THEOREME 8.5. L’espace My(K) muni de l’addition des matrices et de la multiplication est un
anneaw (non-commutatif en general) dont l’element neutre est la matrice carree nulle 05 = 04,4 €t
dont l'unite est la matrice identite Idy. De plus la structure de K-EV de My(K) fait de l'anneau
(My(K),+,.) une K-algebre (de dimension d?).

On Uappelle l'algebre des matrices carres de dimension d (ou de rang d) sur le corps K (ou a
coefficient dans K ).
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THEOREME 8.6. Soit V' de dimension finie d et B une base de V', 'application
maty : End(V) — Ma(K)

est un isomorphisme d’anneauz (et donc de K-algebres) pour les lois d’addition et de multiplication
decrites precedemment.

Phuuvbz o sa?( c‘w ’Ynal'b e.l'\/w\, 150 ch.,K-z\/
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DEFINITION 8.8. Soit V un K-EV de dimension finie. Le groupe lineaire de V est le groupe
(pour la composition dans End(V')) des elements inversibles de l’algebre Endg (V'); son element
neutre est [identite Idy et on note ce groupe

GL(V) =Endg(V)* ={p: V =V, ¢ est bijectif}.

Soit d > 1. Le groupe lineaire de rang d sur K est le groupe des matrices carrees inversibles
dans l'algebre My(K) pour la multiplication des matrices; son element neutre est la matrice identite

Id; et on note ce groupe
GLy(K) = My(K)* ={M € My(K), M’ € My(K), M.M' = M'.M =1dy}.
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PROPOSITION 8.5. L’application maty : End(V) — My(K) induit un isomorphisme de groupes
maty : GL(V) — GL4(K)

et en particulier

matz(p ™) = matz(p) "t
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THEOREME 8.7 (Critere d’inversibilite des endomorphismes). Soit ¢ : V +— V alors les condi-

tions sutvantes son equivalentes:

(1) ¢ est inversible (ie. bijective),

(2) ¢ est injective,

(3) ¢ est surjective,

(4) rg(p) =d,

(5) ¢ transforme une base de V' en une famille libre,

(6) ¢ transforme une base de V' en une famille generatrice
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THEOREME 8.8 (Critere d’inversibilite pour les matrices (via les colonnes)). Soit une matrice
carree M = (mi;)i j<da € Ma(K), les conditions suivantes sont equivalentes

(1) M est inversible, ie. M € GL4(V),

(2) re(M) = d,

(3) {Col;(M), i =1,---d} forme une famille libre de Coly(K),

(4) {Col;(M), i =1,---d} forme une famille generatrice de Coly(K).
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THEOREME 8.9 (Critere d’inversibilite pour les matrices (via les lignes)). Soit une matrice carree
M = (mij;)ij<a € Ma(K), les conditions suivantes sont equivalentes
(1) M est inversible, ie. M € GL4(V),
(2) "M est inversible, ie. "M € GLg(V),
(3) rg("M) =d,
(4) {Lig;,(M), i =1,---d} forme une famille libre de Lig;(K),
(5) {Lig,(M), i =1,---d} forme une famille generatrice de Lig,(K).



PROPOSITION 8.6. La transposition est une bijection de GL4(K) sur lui-meme qui verifie:

VYM,N € GLy(K), (‘M) ="M, "(M.N)="'N.'M.
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