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DEFINITION 8.1. L’espace vectoriel (Kd/)d s’appelle lespace des matrices de dimension d' X d a
coefficients dans K et est note

My xa(K) = {(mij)igd/,jgd, mg; € K}.

Un element de My «q4(K) est appelle matrice de dimensions d’' X d ou juste une matrice d’ x d.

D =
@ mi; Mz - mld\
ma1 MM22 - 124

M = (mij)icdr j<d =

. A‘(’%vas

ma1 Mmas - M)
w_ Y,
J cotomnes
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DEFINITION 8.2. Soient B C V, ' C W des bases comme ci-dessous et By z C Hom(V, W)
la base de Hom(V, W) associee. L’application reciproque C’Lgi L, sera egalement notee

matg z : Hom(V, W) — Mg «q(K).

Ezxplicitement, si on la la decomposition ¢ = > > m;;(p)E;; alors on a
1<d’,j<d

mi; M2 - Miqg
mai1 maz - mad

Mg Mqr2 -+ Mad

La matrice matg z(p) est appellee matrice associee a ¢ dans les bases 9B, 98'. Rappelons que pour
tout 1 < j < d, (mij(p))ica est Uensemble des coordonnees de ¢(e;) pour e; € B dans la base B':
1€.

o(e;) = Z mi; (p)fi.

1<i<d’

(-eme c,aov) ds Jy

902 [ L9le)) strg
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DEFINITION 8.4. Soit une matrice

mi1r Mmi2 -+ Mid
ma1 Ma22 -+ Maq

M e . . € Md’xd(K)'
mqr1 Mqr2 -+ Ma'q

Pour j < d (resp. i < d'), la j-ieme colonne de M (resp. la i-ieme ligne de M) est la matrice
colonne (resp. ligne)

mlj

mo,
Col;(M) = _J € Coly (K), resp. Lig,(M) = (mﬂ Mg - mid) € Lig,(K)



DEFINITION 7.3. Soient d,d',d" > 1 et M € Myrwq(K), N € Myxq(K), on defini le produit
des matrices M et N comme etant la matrice

L= MN=M x N

avec
dl

L = (lik)igd k<d = (Z Mij Njk) s qr neg € Marxa(K).
=1



ﬁ———A d
Wd’ lignes d colonnes ‘

\ @ Mmd
>:

Njk \ Nja
( nark ) Na'd

Neo A
ha
Ill [lk Ild
Mmgry ... Mgrj ... Mgng Lam lang ... lara

‘[M : d" lignes d' colonnes L=MxN: d" lignes d colonnes




THEOREME 8.1 (Proprietes fonctionelles du produit de matrices). Le produit de matrices ainsi
defini a les proprietes suivantes

(1) Distributive a gauche: pour A € K, M, M" € Mgryqa(K), N € My «q(K),
(AM + M").N =X.M.N+ M"N.

(2) Distributive a droite: pour A € K, M € Myryqa(K), N,N'" € My wq(K),

M.(AN + N') =XM.N + M.N’,
(3) Neutralite de lidentite: pour M € Mgy qa (K),

Idg .M =M, M.Idy = M

(4) La matrice nulle est absorbante: pour M € Mgy q (K),

Ogrrr g M = OQginrgry M.Ogrg = Ogrrg-
(5) Associativite: Soit d"" > 1 et L € Myyqr (K), M € Mgrxa(K), N € Mg «q(K) alors

(L.M).N = L.(M.N) € Mynya(K)



THEOREME 8.2. Soit U,V,W des espaces vectoriels de dimensions d,d',d" et B, B, B" des
bases. Soient des applications lineaires

p: UV, : V> W avec

mat g z(p) = (Njk)jk, Matgr g (Y) = (myj)i;, matgr z(1 o ©) = (Lix)ix

alors
(8.1.3) mat,@//’,@(d) o gp) = mat g/ ,E@/(@Z)).mat(@/“@(go)
Autrement dit on a
I, == lld\ /mu miz - Mg
log -+ log Ma1 Moy -+ Moy L0 b PR 1
na1 -+ N2d
: .« e . . . ndll... nd,d
\ld”l LIRS ld”d) \md”l md”2 LI md”d’)



PROPOSITION 8.1. Soit B C V, %' C W des bases, v € V un vecteur de coordonnees (x;);<a
dans la base B (ie. v=1x1.€1+ -+ xq.€q) et (Vi)i<a les coordonnees de p(v) dans la base A’ (ie.
o) =y1.f1+ -+ yafy). On associe a v et p(v) leurs matrices colonnes (de hauteurs d et d' =

(1)
1 Y2
L2 ,

Colz(v) = | . |, Cola(p(v)) =

Lq

)

Colg (¢p(v)) = matg z(p).Colg(v).
Autrement dit si matzo,g/”%(@) = (mij)igd',jgd; on a

alors on a la relation

(yl\ (mn mag =« mld\

Y2 Mo1 Mo -+ Mag 2|
)
Ty

v/ \man maa - mava)



PROPOSITION 8.2. soit ¢ : V ~ W un isomorphisme lineaire et o=1 : W + V la reciproque. On
a les relations

matgg,,@/(@_l).ma‘c%/ﬁ(w) = Idy,
matg/,gg(go).mat@’%w(gp_l) = Id,.
En particulier si V- =W et ¢ = Idy est [identite on a

(8.1.4) matg/7@(1dv).matg’$/ (Idv) = Idg.
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DEFINITION 8.6. Soit M € My y4(K), le rang d’une matrice M est la dimension de [’espace
engendre par des d colonnes de M dans Coly (K):

rg(M) = dim Vect({Col; (M), j < d}).

Autrement dit rg(M) est la taille mazimale d’une sous-famille libre de la famille {Col;(M), j < d}
des colonnes de M.



Nefiee e RaMé r:or miwlc‘)t{))
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THEOREME (Matrice de application duale). Soit ¢ : V — W une application lineaire; % et B’
des bases de V et V' et
matg,5(p) = (Mij)i<a,j<d
la matrice de ¢ dans les bases B et B et soit

*

matg- g+ (") = (M};)j<di<d

la matrice de ©* dans les bases B'* et B* alors on a
m;i:mij, iéd’, ]éd



DEFINITION 8.7. La transposition est l’application des matrices d' x d vers les matrice d x d’
definie par
t - Mg a(K) > Maxq (K)

"M = (mij)icarj<a — M= (m3)j<di<a’
avec

my; =my;, j<d,i<d.
Autrement dit si

M = (msj)i<dr j<d, "M = (m]}

mi1 Miz2 -+ Miqd mi1 Moy My

mo1 Mo2 -+ M2d Mia Mo Mo
M = R tM — :

mdr1 Mqr2 -+ Mqd Miq Maq *++ -+ Mqyq

-t &
mat g, () = mt eyl F )



THEOREME 8.3. (Proprietes fonctionelles de la transposition) La transposition a les proprietes
suvantes:

(1) Linearite: "(\.M + M') = X'M + ' M’
(2) Involutivite: *(*M) = M.
(3) Anti-multiplicativite: pour M € Mg ¢ (K), N € Mg q(K), M.N € Mg 4(K) et

MN ='N.*M.

C()Mm, Qso-» WA caycnjz Awe,&\' )
‘w\, ‘Q.to [b’lb‘x'/\c}(,s M\d}p&ugqale, e ”Qcaﬁ\cﬁ\
- ——‘DCE a_J ivweaulve-

10 X al on WAJ(gm

SR AR L B ek
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THEOREME 8.4 (Invariance du rang par transposition). Soit M € My «q4(K) on a

rg(M) = rg("M).

?mvc.z o o NM \/‘—"\'\/ vf
1 ccg"é W'_ol/” alas

o P u(@)



les vecteurs

COROLLAIRE 8.1. La rang d’une matrice est egal a la dimension de Uespace K@ engendre par
lignes de M

rg(M) = dimg Ve tLg

'3(%%‘2) °'"“V“*f( )3)]
:a\;m\/J? 0,3) [ 19, )}
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THEOREME 8.5. L’espace My(K) muni de l’addition des matrices et de la multiplication est un
anneau (non-commutatif en general) dont l’element neutre est la matrice carree nulle 0; = 04,4 €t
dont l'unite est la matrice identite 1dg. De plus la structure de K-EV de My(K) fait de I'anneau
(My(K),+,.) une K-algebre (de dimension d?).

On Uappelle l'algebre des matrices carres de dimension d (ou de rang d) sur le corps K (ou a
coefficient dans K ).

\/\N PQUL [)::2



THEOREME 8.6. Soit V' de dimension finie d et 2 une base de V, lapplication
matg : End(V) — My(K)

est un isomorphisme d’anneauz (et donc de K-algebres) pour les lois d’addition et de multiplication
decrites precedemment.

Phuuvbz o sa?( c‘w ’Ynal'b e.l'\/w\, 150 ch.,K-z\/

|€ \‘SV‘%'\* ”cQL. vﬂ)ug\e, TWL MaJ'B a,]f mwpkrea}w_

wakg(PeP)- (4o )
= ME\’%‘B\%B o maeb?g‘CQB - T
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DEFINITION 8.8. Soit V un K-EV de dimension finie. Le groupe lineaire de V est le groupe
(pour la composition dans End(V')) des elements inversibles de l’algebre Endg (V'); son element
neutre est [’identite Idy et on note ce groupe

GL(V) =Endg(V)* ={p: V =V, ¢ est bijectif}.

Soit d > 1. Le groupe lineaire de rang d sur K est le groupe des matrices carrees inversibles
dans Ualgebre My(K) pour la multiplication des matrices; son element neutre est la matrice identite

Id; et on note ce groupe
GL4(K) = My(K)* ={M € My(K), IM' € My(K), M.M' = M'.M = 1d,}.

MM



PROPOSITION 8.5. L’application maty : End(V') — My(K) induit un isomorphisme de groupes
matg : GL(V) — GL4(K)

et en particulier

matz (o~ ') = matz(p) L.

Dowien me— ?a’% MY \\(7QL
D=9 - 14\/ “‘"bc\"““’ﬂcﬁ)

W\aﬂ' 1La\\/) &/
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THEOREME 8.7 (Critere d’inversibilite des endomorphismes). Soit ¢ : V +— V alors les condi-

tions suitvantes son equivalentes:

(1) ¢ est inversible (ie. bijective),

(2) ¢ est injective,

(3) ¢ est surjective,

(4) rg(p) =d,

(5) ¢ transforme une base de V' en une famille libre,

(6) ¢ transforme une base de V' en une famille generatrice

*‘.
TV (wm Ay wMcuivep Pov\_,
(? —> «na}B(Ce)éﬂat(R)



THEOREME 8.8 (Critere d’inversibilite pour les matrices (via les colonnes)). Soit une matrice
carree M = (mj;)i j<a € Ma(K), les conditions suivantes sont equivalentes

(1) M est inversible, ie. M € GL4(V'),

(2) rg(M) = d,

(8) {Col;(M), i =1,---d} forme une famille libre de Coly(K),

(4) {Col;(M), i =1,---d} forme une famille generatrice de Coly(K).



THEOREME 8.9 (Critere d’inversibilite pour les matrices (via les lignes)). Soit une matrice carree
M = (m;j;)i j<a € Ma(K), les conditions sutvantes sont equivalentes
(1) M est inversible, ie. M € GL4(V),
(2) "M est inversible, ie. "M € GL4(V),
(3) rg("M) =d,
(4) {Lig;(M), i =1,---d} forme une famille libre de Lig,;(K),
(5) {Lig,(M), i =1,---d} forme une famille generatrice de Lig,(K).



PROPOSITION 8.6. La transposition est une bijection de GLy(K) sur lui-meme qui verifie:

VM,N € GLg(K), (‘M)~t ="(M~Y), "(M.N)="'N."M.

‘)Lml’c, S’aJ H I:MQM'\']WQ» a,ec)v_so-u\, o
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THEOREME 8.10 (Formule de changement de base). Soient B, %8, C V et B, B, C W des
bases de V et W. On a la relation

matz: 2, (gp) = matyp o (IdW).mat%/’_%(gp).mat,%g;n (Idv).

vave,: U, a TN_
-—’[;No o Ld,

o.k_ Lmﬂ“(m Xﬂ.g—éﬂS

3\13& / M U\.\—k




DEFINITION 8.9. La matrice carree de taille d = dimV,
maty », = maty 4, (Idv)

est appelle matrice de changement de base, de la base £ a la base A, ou encore la matrice de passage
de B a B,,.

Sa j-teme colonne est formee par les coordonnees du j-ieme vecteur e,; erprime comme combi-
naison lineaire dans la base AB. La formule de changement de base se reecrit alors

matz gz, (p) = matg z .matg z(p).mats sz, .

Y-

W\d%\&&, A&\a:\ (,w co(mms qngl
owéw OQ!/» 600\10Q o\u (‘,—-\‘e,wz.\n‘-’»cl&./u
2 ds 01 ,DML 31{40\1



Poprctis Lo Madwees e c)«mg;mm'}
de bane .

PROPOSITION 8.7. Soit trois bases B, %B1, B> CV on a

(1) Formule d’inversion:
matz %, .maty, z = Idg.

En particulier une matrice de passage est inversible (dans My(K)) et son inverse est la
matrice de passage de la base initiale a la nouvelle base:

mat,', = matz, 2.
(2) Formule de transitivite:

_ 'Prv;m,'. %m\&p ch\wa/?mb«“ | m‘)ﬁ\c\@m o
’-:dv pesa dAVeAZEN ¥0M/b &0,\]

L



Eontore Lo (’»XMVQ y/3 c)/tmﬂ»em'l'

do Buse dsle co VW
d BB BB

M ma} ) = Ma} IJv.) ma,{’ (Q) mo.} (JV)
48 g
= vnaﬂ' (IA ) e Ibb(q) m’fBBﬂ(ﬂv)

= mﬁ‘ mwB(CP) wwb
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o= (13), (3 20] - o ¥ Gl
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DEFINITION 8.10. Deux matrices M, N € My wq(K) sont dites equivalentes si il existe des
matrices inversibles A € GLg(K), B € GLg(K) telles que

N =A.M.B.

L. xu&: A et Mr’ﬂtce/mfovn‘\' A _v_/v\)_
aﬂ»g\'cdfw ew‘mawe.s c‘S 2 ’m‘vﬂs olL L»a:fl’d
gont e_a(\m' \/aQu(re, )



PROPOSITION 8.8. Deux matrices M, N € My yq.(K) sont equivalentes ssi il existe V' de di-
mension d et W de dimension d’', des bases B, B, CV et B, B, C W et une application lineaire
@ : V=W telle que

M = matg z(p), N =maty z,(p)

Priwve: Suposon Nz AHD e AdD

a.QM e O H: 10\-,7|\l P)—.]
&Acff()omms Jo_ A-;:TB) e o ages oee
K-EV da vedeuns cotoumes & Tw@L o!jcj)ap
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THEOREME 8.11. Soient M, N € My «q(K). Les condz’tio%‘suivantas sont equivalentes

(1) M et N sont equivalentes,

(2) rg(M) =rg(N),
(3)M et N sont e q' alentes Id d(?‘).

Preuve : (e &.. M N sod Vv
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DEFINITION 8.11. On dit que deuw matrices M, N sont semblables ou conjuguees si il existe
C € GLy(K) tel que Q H LK
N=CMC™ A )

La relation "etre semblables” ou “etre conjuguees” est une relation d’equivalence.
Une classe d’equivalence pour cette relation, l’ensemble des matrices de la forme

M* := Ad(GL4(K))(M) = {C.M.C™Y, C € CLq(K)}

est appellee classe de conjugaison (de M) et on note

“ Ma(K
Exo: \IQIL\ o cvm,m (L‘mfh- he/()a/“\o*\_
0‘766‘14.; »/a«QMAC‘L,

l’ensemble des classes de conjugaison.
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DEFINITION 8.12. Soit C' € GL4(K) une matrice inversible. Note note Ad(C) lapplication dite
de conjugaison par C':
Md<K) —> Md(K)
M - CMCV

Extw.[%: CLMXAM-(M-" ha Bv-&t

Ad(C) :




PROPOSITION 8.10. La conjugaison Ad(C') est un automorphisme de l'algebre Mg(K):
(1) Linearite: On a Ad(C)(A\.M + N) = AAd(C)(M) + Ad(C)(N).
(2) Multiplicativite: Ad(C)(M.N) = Ad(C)(M).Ad(C)(N).

(3) Inversibilite: Ad(C') est bijective et Ad(C)~1 = Ad(C™1).

Rowve : A(C)(HTN) = C(HN) C7
~QcreN) .
~ACMC + CNC

= A &4OW) « AAON
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_cucene
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=, C‘:‘C MC-\C _ ]\/(
A M@ Ty [




On dispose donc d’une application
Ad(e) : C € GLy(K) — Aut(My(K)) ~ GLg2(K)

appellee application adjointe. Aol)(,c;)

PROPOSITION 8.11. L’application adjointe Ad(e) est un morphisme de groupes et definit donc
une action a gauche GLg(K) ~ My(K). Son noyau est forme par les matrices scalaires:

ker Ad = ledd'
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DEFINITION 10.1. Les operations elementaires sur les lignes d’une matrice sont les applications
suivantes de My «q(K) vers Mg wq(K): pouri,j € {1,---,d'} et A€ K* et pe K

(1) Transposition: Echanger deux lignesi # j < d de M:
L; <— L;

(1) Dilatation: Multiplier la i-eme ligne par un scalaire A # 0:
L, = \.L,;.

(I11) Combinaison Lineaire: Additioner a la ligne i un multiple scalaire de la la j-ieme ligne pour
1#£ ) pe K
Li — L + pL;j

Ces transformations sont appellees transformations elementaires.

L,— L 2 Laﬂ(j,\,a—\JLD—-\) LJ: L









ProrOSITION 10.1. Ces trois operations sont des applications lineaires bijectives

(I), (I]), (I]I) . Md’xd(K) —> Md’xd(K)-

fmv& . B v Voiv c(ua/ ea orma,'h‘on
(D) (1) () ronk donnes pan
L mJ\‘\‘\o?{c,a)rm o gande gon oo
advion Ao Mp(K)
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PROPOSITION 10.2. Les trois operations elementaires sont obtenues par multiplication a gauche
de M par des matrices convenables: pour 1 <1i# j < d

(I) Tij.o: M — T;;.M
(II) D;x.0: M+ D; .M
(]]]) Clij,u-. M — Clij“u.M.

ou les matrices carrees T;;, D; x, Clij, € Mg (K) sont definies par:
Ti; =1de — E;i — Ej; + By + Ej;.
Dix=1Idg + (AN —1).E;i, A#0
Clijo=Idg +p.Eij, i #joup#—1sii=j.

DEFINITION 10.2. Les matrices
Tijs Dix, A#0, Cly;

pour i, < d', N#0, et sii=7j, u# —1 sont appellees matrices de transformations elementaires.
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DEFINITION 10.3. On dit que N est ligne-equivalente a M ssi il existe une suite de transforma-
tions elementaires qui transforme M en N.

— De maniere equivalente, N est ligne-equivalente a M ssi il existe une suite finie de matrices
des transformations elementaires telle que N est obtenue a partir de M par multiplications a gauche
par cette suite de matrices.
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PROPOSITION 10.3. La relation etre "ligne-equivalente” est une relation d’equivalence sur Mg « q(K).
— De plus deux matrices M, N ligne-equivalentes sont equivalentes au sens de la notion d’equivalence
de deux matrices de la Definition 8.10.
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