Algebre Lineaire Avancee, MATH-110

Serie 8-9, Corrige

Tous les exercices seront corriges. Vous etes fortement encourages a essayer de resoudre
(eventuellement a plusieurs) 'exercice (%) et a rendre votre solution (eventuellement a
plusieurs) avant le mercredi de la semaine suivante. Il faudra transmettre votre solution sur
moodle, sous forme d’un fichier pdf unique (eventuellement tape en LaTeX) en suivant le
lien moodle de la semaine relative a cette la serie. Soit K un corps; dans la suite si n est
un entier on ecrira "n” pour nxg = n.lx. De meme si n n’est pas divisible par car(K) (de
sorte que ny est inversible), on ecrira n~! ou 1/n pour l'inverse multiplicatif de ng: par
exemple si carK # 3, on ecrira 2/3 = 2.37! pour ZK.BI_(I.

Coefficients des applications lineaires

Soit d > 1, I’espace vectoriel produit K¢ est muni d’une base dite base canonique qu’on
notera

29 = {e! = (1,0,---,0), €)= (0,1,---,0),--- ,e) = (0,0,--- ,1)}.
Par exemple pour d = 3
23 = {e} = (1,0,0), e = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}.

Exercice 1. Soit V = K2 et

B = %5 = {e] = (1,0), &3 = (0,1)}
la base canonique.

1. Determiner pour quelles valeurs de car(K) la famille
B ={e1=(1,2), ea=(3,1)}

est une base de V. On suppose pour toute la suite que la caracteristique de K est telle
que £ est bien une base (on pourra meme supposer que car(K) = 0 si on prefere).
Corrigé: dim V = 2 = |#|, donc Z est une base si et seulement si la famille est

libre. Si car K =5, alors 2e; +e; = 2(1,2) 4+ (3,1) = (5,5) = 0, donc # n’est pas
libre et donc ce n’est pas une base. Sinon, Aje; + Azes = (0,0), A\;, A2 € K, —

A +3X =0 A1 = —3X

{ 2A\1+ X2 =0 { 2(=3X2) + X2 =0
:>{)\1=—3)\2 :>{)\1=0
—5A1 =0 A1=0



2. Exprimer e, e2 comme CL de € et de ). Exprimer €Y, e comme CL de e; et de es.

0 _ -9 0
Corrigé: e; = 1e{ +2eJ et e; = 3e) +1e. On en deduit que { 2(1) B 21 _ 363
2 = €2~ 9€]

e} = e; — 2e; + 6e!
e) = ey — 3e; + 6e
-1 2
{ €] = Tel + geg

_ 3 1
€; = 5@1—582

oo

3. On considere I'espace vectoriel des applications lineaires de V' vers V
Endg (V) = Homg (V, V).

Suivant qu’on choisit #Y ou % comme bases de V vu comme espace de depart ou
comme d’arrivee, on obtient quatres bases possibles pour Homg (V, V) :

Bego 0, Bz, Bao g, Bz zo.

4. Soit
p=Idy:v—=wv

I'application identite de V. Calculer les coefficient (m;;(¢))ij<2 de ¢ relativement
aux 4 bases ci-dessus. (les deux premiers cas ne demandent que tres peu de calculs et
les autres pas trop de calculs une fois qu’on a fait la question 2). Corrigé: e Byo 4o :

mig = (e(f)*(e(fg =1, mip=(e)*(e) =0

m271 = eg) el) = 0, m272 = (eg)*(eg) =1e 8937@ : m171 = e’{(el) = 1, m172 =
ej(e2) =0

ma1 = eg(el) = O, m2,2 = e;(eg) =1le 8%07@ .

my1 = (e9)*(er) = (e})*(e} +2e)) = (e])*(e}) +2(e})*(e3) = 1, m12 = (e})*(e2) = 3
mo,1 = (eg “(e1) =2, moo = (eg)*(eg) =1e B%@o

my = ej(e)) = ef(Frer + 2ex) = F bfej(er) + Fef(ex) = 3, mio = ef(ey) = 2
mg1 = e5(ef) = 2, myg = ej(ef) = 3

5. Soit 9 : V +— V 'unique application lineaire telle que

¢(172) = (274)7 ¢(37 1) = (_37 _1)‘

Calculer 9(1,0) et ¥(0,1) comme CL des elements de #° et comme CL des elements
de #. Corrigé: Observons que ¥(e1) = ¥(1,2) = (2,4) = 2e; et P(e2) = ¥(3,1) =

(=3,-1) = —er. °¢(1 0) = ¥(e}) = U(Frer + e2) = F(er) + Fver = =281 +
%(—1)62:;61+ 5 e2.¢(1) ):%Zel'i_ 5 82 (%27754)4_(%67%2):(%%7%6):
Hel+eferp(0,1) = y(2e1—ter) =22e1+1er = Ser+ier 0 p(0,1) = Ser+iey =
(R SR RIRATE MR X



6. Calculer les coefficients de v relativement aux bases

B, %, Bz 50, Bgo z0-

ma1 = e5((er)) = e3(2e1)0, mao = e5(Y(ez)) = e3(—ez) = —1 @ By 4o

mi = ei(v(e))) = ef(Frer + Freg) = 3, miz = ef(Y(eh)) = ei(Zer + je2) = 8
ma = e3(1(e})) = e3(Frer + Fre) = 3, man = e5(¢(e))) = e3(Fer + 5e2) = 5 @
Byo g0 = mi = (e)*(4(e))) = (e)"(FPef + Foef) =

mip = (e9)"(1(e))) = (e))*(3ef + Fef) = 2

ma, = (€)*(v(e))) = (e)" (el + Foed) =

maz = (€9)*((e9)) = (e§)*(5ef + Fed) = ¥

7. Calculer 1 (x,y) pour tout (z,y) € K? (par exemple en utilisant la formule pour
I'image d’un vecteur en fonctions des coefficients de ’application lineaire relativement
a des bases convenables). Corrigé:

U(w,y) = v(ze) +yed) = zp(e}) + yu(ef) = z(Fe] + Fed) +y(3el + Fef) =
—8z+9y .0 —624+13y 0 __ /—8x4+9y —62+13y
5 €] + 5 € = ( 5 9 5 )

8. Calculer les coefficients de 1)? = 1) o 1 relativement aux bases

B,%,Bg,m20, Bgo g

Corrige: o Bas : v2(e1) = ¥(b(er)) = ¥(2e1) = 2b(er) = der et ¢2(es) =

—(e2) = e

Donc myy =4, mip =0, mo1 = 0 et mop = 1. ® By 4o : ¥3(ef) = (¥(e)) =

w(%zel + %262) = %2]382'(61) + %Zw(eg) = %2.261 + %2(—1)92 = %461 + %eg et
1

P2(ed) = (Zer + tey) = e — Ley
b

Doncmy; = %4, mi = 15—2 mo1 = % et moo = %1 ® Byo g0 2 (ef) = %4614-%262 =
—4 — 2 2 2 2 - 12 1 12 %4
(5 3) + (5.3 = (3,30 = 2l + Fef et ¥2(ef) = e — g2 = (£, %) +

(%3, frac—15) = 2_e(l] + geg
Donc my 1 = %, m
Exercice 2. Soit ¢ : K2+ K3 definie par
o(x,y) = (—x + 3y,2x —y,z +y).
1. Donner une famille generatrice de Im(y) puis donner une base de Im(yp). Corrige:
¥ étant surjective sur I'm(y), 'image d’un famille génératrice (et en particulier une

base) de K? est une famille génératrice de Im(p). ©(1,0) = (=1,2,1) et ©(0,1) =
(3,—-1,1), donc {(-1,2,1),(3,—1,1)} est une famille génératrice de I'm(p) Si cette



famille et libre, il s’agit d’une base. Soit A1, A2 € K, alors \(—1,2,1)+ X2(3,—1,1) =

3=\ 3=\ 3 =X\
(0,0,0) — 21 = A9 — 6o = Ao — 5Xo =0 — A =X\ =
AL =—Xo 3Ag = — A9 4h0 =0

0, car car K ne peut pas valoir la fois 5 et 2. Donc {(—1,2,1),(3,—1,1)} est une
base de Im(yp).

. Donner une representation cartesienne de Im(p) avec une nombre minimal d’equations.

x=—a-+3b a=3b—=x
Corrigé: (z,y,2) € Im(p) <— y=2a—0> — [ y=2B8b—z)-b <=
z=a+b z=3b—x+b
a=3b—=x a=3b—x
y=5b—2r < =142y Donc Im(¢) = {(z,y,z2)
z=4b—=x z:gy—i—%x—x:%y—k%x
a=3b—=x
z—%y—%x:O}sicarK;éE). Sicar K =5 ona({ y=5b—2r <
z=4b—«x

y=—2x <= Ce qui donne Im(p) = {(z,y,2) : y= —2z}.

. Donner une representation cartesienne de ker(y) avec une nombre minimal d’equations.
Trouver une base de ker(¢). Corrige: Im(p) a une base de cxardinal 2, donc

sa dimension est 2, et d’apres le théoreme noyau image, dim(ker(yp)) = 0, donc
ker(p) = {0g=2}. Une base de ker(y) est {Ox2} et une représentation cartésienne est

ker(p) ={(z,y) + 2 =0,y =0}
. Determiner les coefficient de ¢ relativement a B,@g,,@g- Corrigé: En reprenant les
résultat de ¢(1,0) et (0, 1) calculés au point 1, on a mi 1 = —1, mi2 =3, ma; =2,

mag9o = *1, m31 = 1et msz2 = 1.

. Calculer directement ¢(3,3). Retrouver ce resultat a l'aide de la formule calcu-
lant I'image d’un vecteur par une application lineaire en fonction des coefficients
de celle-ci. Corrigé: ¢(3,3) = (-3 +3.3,2.3 — 3,3 +3) = (6,3,6). Alternative-

ment, ¢(3,3) = (3my1,1 + 3my2,3ma 1 + 3ma2,3ma 1 + 3ms2) = (6,3,6) £ la base de

I’exercice precedent.



Un peu d’algebre lineaire abstraite

Exercice 3. Soit V un K-EV de dimension finie, X, Y des sous-espaces de dimension = > 1
ety>1et Bx ={er, - ,e;}, By = {fi,--- ,f,} des bases de X et Y.

1. Montrer que si V = X @Y alors on a Zx N ABy =0 et
Bx U By ={e, - ,epf1,--- f}
estune basede V. V=X@Y = XNY = {0y}. Mais X et Y étant de dimensions

au moins 1, {Oy} n’est ni dans la base de X ni dans la base de Y. On en déduit
que Bx N By = (. Tout élément v de V s’écrit de manieére unique comme somme
v=x+y,x€ XetyeY. Or x s’éctit de maniere unique comme CL d’éléments
de Bx et y s’écrit de maniere unique comme CL d’éléments de By, donc v s’écrit de
maniere unique comme CL d’éléments de Bx U By, donc Bx U By est une base de
V.

Exercice 4. (*) Soit V un K-EV de dimension d. Un endomorphisme 7 : V +— V est
appele projecteur si 7 verifie (dans End(V))
Tt =mom=m.
1. Montrer que si 7 est un projecteur kerr N Imm = {0y }. Corrigé: SiOy v e lmn
alors 3w € V tel que m(w) = v, mais alors 7(v) = 7?(w) = 7(w) = v # Oy, donc pour

tout v # Oy, v € Imm = v ¢ ker m. Oy € ker m et Oy € Im 7 (car ce sont des
SEV). Donc ker m N Im m = {0y }.

2. Montrer (sans calcul mais en utilisant un exercice de la serie precedente) que V =
ker 7 @ Im 7. Corrigé: D’apres le théoreme noyau image, dim(ker )+ dim(Im m) =
dim(V'). De plus, ker m N Im m = {Oy}. D’apres l'exercice 6 de la série 7 cela est
équivalent V = kern @ Im .

3. Soit v € V. Que vaut (v — w(v)) ? En deduire une decomposition explicite d'un
vecteur v € V sous la forme

v =g + v, avec vg € ker m, v € Im .

Corrigé: m(v — 7(v)) = 7(v) — m2(v) = 7(v) — 7(v) = Op. v = (v —7(v)) + 7(v),

m(v—7(v)) =0y = (v—7(v)) € kerm et w(v) € Imm



4. Soit By = {e1, - ,eq,} Ckerm et B = {e}, -+ ,e) } CIm7 des bases du noyau et
de I'image. Montrer que
B = PByU P
est une base de V' et en particulier d = do + di. Calculer les coefficients (1m5);<4

Jj<d
de 7 dans la base By . Corrigé: V = kerm @ Imm = tout v € V s’écrit de

manieére unique comme vy + vy, vg € kerm, vy € Imm, or vy s’écrit de maniere unique
comme CL des éléments de A et v; s’écrit de maniere unique comme CL d’éléments
de %, donc v s’écrit de maniere unique comme CL d’éléments de %y U %1, donc
PBo U P est une base. On a donc d = dy + d;. Notons alors B = {f,--- ,f;} avec
fi = fz‘ V1 <1 < d() et fz' = eg_do Vdo <1< d. ka,l < k < do,ﬂ'(fk> = 7r(ek) = OV donc
mik = 0Vl <k<dy V,dog <k<dfp= W(Uk) - W(fk) = TFQ(U]C) = W(Uk) = f},
donc m; j, = dj—, Vdp < k < d.

Dualite

Exercice 5 (bi-dual). Soit V un K-EV de dimension finie d, V* = Homg (V, K) son dual
et
V™ = (V*)" = Homg (V*, K)

le bi-dual de V' (le dual du dual V* de V).

1. Montrer (sans calculs) que V' et V** sont isomorphes. On va donner une isomorphisme
explicite et canonique. Corrigé: Soit # = {ey, - ,e4} une base de V. On utilise

'isomorphisme ¢(e;) = e}*, Ve; € A.
2. Pour v € V, on considere I’application ”evaluation au point v” qui a une forme lineaire
{:V — K associe sa valeur au vecteur v:
eval, : £ — eval,(¢) :=£(v) € K.
Montrer que eval, est lineaire (sur V*) et definit donc un element de V**. Corrigé:

VI,Il e V¥ X € K, eval,(IL+ X') = (L + X')(v) = (v) + X' (v) = eval,(l) + Xeval,(I'),
donc eval, est bien lindaire, et donc un élément de V**.

3. On considere alors ’application:

V — V*

evale : .
v +—  eval,

Montrer que eval, est lineaire et injective. En deduire que c’est un isomorphisme
de V vers V**. Corrigé: Vv,v' € VA € K,l € V* evale(v+ \') : | — l(v+



M) = 1(v) + M(V') et evale(v) + Aevale(v') : 1 — I(v) + Al(v'), on en déduit que
evale(v + M) = evale(v) + Aevale(v') donc eval, est linéaire. eval, = Oyx <=
l(v) = 0yVl € V* <= v = Oy donc ker(evals) = {0y}, donc evals est injective.
eval,e est linéaire et injective entre duex espaces de mme dimension, on en déquit que
c’est un isomorphisme de V' vers V**.

4. Soit # = {e;, 1 <i < d} une base de V, #* = {e, 1 <i < d} la base duale et
B ={e*, 1<i<d}

de la base duale de #* (la bi-duale): c’est a dire I'unique famille de forme lineaires
sur V* verifiant
ei*(e;f = 51]

Montrer que I'image de & = {e;, 1 < i < d} par I'isomorphisme eval, est precisement
*

la biduale #**. Corrigé: evale, = €} : I — I(e;), donc e}*(e}) = ej(e;) = di=;.
Remarque 0.1. On rappelle que le choix d’une base &£ de V definit deux isomorphismes
evaly : V* ~ K% CLy: K¢~V
et donc un isomorphisme ”explicite”

CLgoevalg: V'~V

entre le dual V* et V. Il faut noter que cet isomorphisme depend du choix de la base 4.
En revanche, I’isomorphisme reciproque

evalg L : V>~V

ne depend pas du choix d’une base. On dit que le bidual de V' est canoniquement isomorphe
aV.

Exercice 6. Soit V,W deux EVs de dimensions finies. On rappelle que etant donne ¢ :
V +— W une application lineaire, sa duale ¢* : W* — V* est 'application qui a toute forme
lineaire £ : W +— K sur W associe la forme lineaire sur V'

e () =Log: v Lp(v) € K.

1. Montrer que ’application e* qui a une application lineaire de V vers W associe
Papplication lineaire duale (de W* vers V*)

o : o € Hom(V, W) — ¢* € Hom(W*,V*)
est elle meme lineaire :

o* ¢ Hom(Hom(V, W), Hom(W*,V*)).



En d’autres termes pour A € K, ¢, ¢’ € Hom(V, W), on a

Ao+ @) =Ag" +¢"
Corrigé: Vi € W*,v € V, (Ao + @) *()(v) =Lo (Ap + ¢')(v) = [(Ap(v) + ¢'(v)) =
M (p(v)) + 1" (v) = (Ap*(1) + ¢"™*(1))(v) Donc l'application e* est bien linéaire.

2. Soit ¢ : W — Z une autre application lineaire vers un espace vectoriel Z. On a alors
la composee o ¢ : V +— Z et application duale (1) o ¢)* : Z* — V*. Montrer que

(Wop) =@ oy
Corrigé: Vi e W* ' € Z*v € V, (Yo )*(I')(v) =" oo p(v) =1 0o p(p(v)) =

(1) (p(v) = " (@ (1)) (v) = ¢ 0" (') (v)

3. On a vu que le bi-dual V** est identifie a V' via 'isomorphisme
evale : v € V = eval, = (£ — ((v)) € V™.

Montrer que sous cette identification la duale de la duale qu’une application ¢ est
egale ’application elle-meme:

evaly, o p*(1) = eval,(l o @) = l(p(v)).

Exercice 7. Determiner le rang des matrices

12 3 4
M:Ggi’),N: 2 34 1|,M N
341 2

en fonction de la caracteristique du corps K.
Corrigé: Le rang de M vaut 2 en toute caractéristique. Le rang de N vaut 2 si la car-

actéristique est 2 et 3 dans les autres caractéristiques.

14 20 14 12

LeraungdeM-Nz(11 17 19 13

) vaut 1 en caractéristique 2 et 2 dans les autres

caractéristiques.

Exercice 8. Soient p : U — V ety : V—W.

1. Montrer que rg(y o ) < rg(v).



2. Montrer que rg(1 o @) < rg(yp).

3. Montrer que si M et N sont des matrices de dimensions convenables, alors

rg(M - N) <rg(M) , rg(M - N) <rg(N)

4. Montrer la deuxieme inégalité en utilisant la premiere ainsi que des propriétés de la
transposition.

. Corrigé:

1. Siz € Im(1poy), alors il existe u € U tel que x = (p(u)) € Im(¢). Donc Im(1poyp) C
Im(v)), et donc rg(¢ o @) < rg(y).

2. On aker(yp) C ker(¢op). Donc, en utilisant le théoreme du rang (pour ¢ et o), on a
0 < dim(ker (o)) —dim(ker(p)) = dim(Im(p)) —dim(Im(¢ o)) = rg(p) —rg(op).

3. Suit des deux premieres parties en prenant M = mat(¢) et N = mat(p) et en se
souvenant que M - N est la matrice de ¢ o .
part.1
4. rg(M - N)) = 1g((M - N)¥) = rg(N" - M™) < 1g(N") = rg(N).

Exercice 9.

25 33 -7 3 24 15
A-C:<349>,A-D:<224 12),1}-,4: -1 -6 10 | ,B-C=(44)C-B=(2 16 10|,
6 -3 21 5 40 25

23 -3 v 9 1
B-D=(25 -1),D-E= —32 2 ,E-A:<_3 g 24),

X

Exercice 10. 1. Dy(K) = {(0

2) | z,y € K } de dimension 2, le sous-espace des

matrices diagonales. Th(K) = { (g Z) | z,y,2 € K } de dimension 3, le sous-espace

des matrices triangulaires supérieures.
1 0 (z2 0 zizy 0 1 y1) <w2 yz) <$1$2 T1y2 + y1Z2>
2. . = € Dy(K). . = €
(0 yz) (0 yz) < 0 y1y2> 2(K) <0 21 0 2 0 2122
TQ(K). Et Ids € D2(K) C TQ(K).

3. Dy(K) est commutatif. T5(K) ne 'est pas, par exemple : (1 1) . ((1) g) = (é 2)

NN a



0 -1 1 -1 -1 1
Exercice 11. 1. M>=[0 -1 0|, M3*=|—-1 0 1]. On remarque que M3 +
1 -1 0 -1 0 0
M? + M +1d3 = 03. La matrice M s’appelle la matrice compagnon du polynéme
X3+ X2+ X+ 1

2. Sik=3,0onaM?=—M?—M—1Ids. Supposons k > 4 et le résultat vrai pour k — 1.
Alors M* = M - M*=1 T . (aaM? + a1 M + ag) = aaM?> + ayM? + agM cas k=3
—a2M2 + (—CL2 + ao)M — aslds.

3. (a) Parlapartie 2, {MF* | k > 0} C Vect(Id3, M, M?). Donc K[M] C Vect(Ids, M, M?),
car la famille {M* | k > 0} engendre K[M]. L’autre inclusion est évidente. La
dimension de K[M] est de 3 comme espace vectoriel sur K.

(b) Tout d’abord, Idz € K[M]. De plus si Y-7_ja;M* et Y21_b;M7 € K[M], alors

p . q ) p+q k
(Z al-Mz> AD oM ) =D ambm kM € K[M).
i=0 j=0 k=0 m=0
Exercice 12. 1. On vérifie que M? = M, donc 7% = 7.
z 0 z 1 1
. . Yy 0 y -1 2
2. En résolvant le systeme M - = , on trouve =z +1
z 0 z 1 0
t 0 t 0 1
1
Donc ker(m) = Vect((1 =1 1 0),(1 2 0 1)). Pour I'image, (1) = m(e§ —
1
0
ef) et (1) = m(ey). Ainsi, Im(r) = Vect((1 0 1 1),(0 1 0 0)), puisque la
0

dimension de I'image doit tre 2, en vertu du théoreme du rang.

3. En vertu du point précédent, et puisque 7(v) = v pour tout v € Im(7) et w(v) = 0 pour
tout v € ker(r),onaque £, ={(1 0 1 1),(0 1 0 0),(1 -1 1 0),(1 2 0 1)}

1 0 1 1
01 -1 2 .

4. C = Lo 1 ol Puisque mat go4, (Idga) - maty go(Idka) = mat go 4o (Idgs) =
10 0 1

Id4. On a C-C~! =1d4. De méme, C~! - C =1dy. Donc C est inversible.

5. C7L.M-C = matg g0 (Idg4) - mat gogo (m) - mat go g, (Idg4) = matg, 2, (1) = Ps.

10



