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DEFINITION 10.1. Les operations elementaires sur les lignes d’une matrice sont les applications
suivantes de My «q(K) vers Mg wq(K): pouri,j € {1,---,d'} et A€ K* et pe K

(1) Transposition: Echanger deux lignesi # j < d de M:
L; <— L;

(1) Dilatation: Multiplier la i-eme ligne par un scalaire A # 0:
L, = \.L,;.

(I11) Combinaison Lineaire: Additioner a la ligne i un multiple scalaire de la la j-ieme ligne pour
1#£ ) pe K
Li — L + pL;j

Ces transformations sont appellees transformations elementaires.

L,— L 2 Laﬂ(j,\,a—\JLD—-\) LJ: L









PROPOSITION 10.2. Les trois operations elementaires sont obtenues par multiplication a gauche
de M par des matrices convenables: pour 1 <1i# j < d

(I) Tij.o: M — T;;.M
(II) D;x.0: M+ D; .M
(]]]) Clij,u-. M — Clij“u.M.

ou les matrices carrees T;;, D; x, Clij, € Mg (K) sont definies par:
Ti; =1de — E;i — Ej; + By + Ej;.
Dix=1Idg + (AN —1).E;i, A#0
Clijo=Idg +p.Eij, i #joup#—1sii=j.

DEFINITION 10.2. Les matrices
Tijs Dix, A#0, Cly;

pour i, < d', N#0, et sii=7j, u# —1 sont appellees matrices de transformations elementaires.



DEFINITION 10.3. On dit que N est ligne-equivalente a M ssi il existe une suite de transforma-
tions elementaires qui transforme M en N.

— De maniere equivalente, N est ligne-equivalente a M ssi il existe une suite finie de matrices
des transformations elementaires telle que N est obtenue a partir de M par multiplications a gauche
par cette suite de matrices.
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PROPOSITION 10.3. La relation etre "ligne-equivalente” est une relation d’equivalence sur Mg « q(K).
— De plus deux matrices M, N ligne-equivalentes sont equivalentes au sens de la notion d’equivalence
de deux matrices de la Definition 8.10.
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PROPOSITION 10.4. Si N € Mg wq(K) est ligne-equivalente a M alors toute ligne de N est
combinaison lineaire des lignes de M :

Vi < d', Lig;(N) € (Ligy(M),- -+, Ligy (M)) C K*

et inversement les lignes de M sont combinaisons lineaires des lignes de N. En particulier les SEV
engendres par les lignes de M et de N sont les memes

(Lig, (M), -~ , Ligy (M)) = (Lig;(N), -, Ligs (N)) € K*
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DEFINITION 10.4. Une matrice M = (m;;) € Maxa(K) est echelonnee si elle est nulle ou bien

51
(1) Il existe l <r<detl<j<---<j.<d tels que
— Pour la ligne Ly, le premier terme non-nul est le ji-ieme: on a myj; = 0 pour tout
J <Jji et myy #0,
— Pour la ligne Lo, le premier terme non-nul est le ja-ieme: on a mo; = 0 pour tout
J < J2 et maj, # 0,
— Pour la ligne L,, le premier terme non-nul est le j,.-ieme: on a m,; = 0 pour tout
J<Jjretmg; #0
(2) Sir <d les lignes Lyy1,--- ,Lg sont toutes nulles.
Si M est non-nulle les j1 < --- < j, sont appeles les echelons de M et les m;j;,, 1 <@ < r sont les

pivots de M.
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DEFINITION 10.5. Une matrice est echelonnee reduite si le seul coefficient non-nul d’une colonne
contenant un pivot est le pivot lui-meme et il vaut 1:

— pour tout i =1,---,r
miji=1.
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THEOREME 10.1 (Gauss). Toute matrice est ligne-equivalente a une matrice echelonnee reduite.
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PROPOSITION 10.5. Deux matrices ligne-equivalentes et echelonnees reduites sont egales.

COROLLAIRE 10.1. (Unicite de la forme echelonne reduite) Soit M € Mg «q(K) une matrice
alors M est ligne-equivalente a une unique matrice echelonnee reduite (qu’on appelle la forme eche-
lonnee reduite de M ).
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PROPOSITION 10.6. 5% M et N sont lignes equivalentes
rg(M) = rg(N).

PRrRoPOSITION 10.7. S7 R est echelonnee avec r echelons alors
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ProOPOSITION 10.8 (Critere d’inversibilite par operations elementaires). Soit M € My(K) une
matrice carree alors M est inversible ssi M est ligne equivalente a la matrice identite Id,.
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THEOREME 10.2. Le groupe lineaire GL4(K) est engendre par les matrices des transformations
elementaires

Tij,D@/\, Clij,;u ’L,]gd, )\,MGK, )\#0, et S’LZ:], ,LL;A—l

En d’autres termes (puisque l’ensemble des matrices de transformations elementaires est stable par
inverse) tout matrice M € GLq4(K) s’ecrit comme un produit fini de ces matrices.
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PROPOSITION 10.9 (Description matricielle d’'une base d'un SEV). Soit M € M;xq(K) la matrice
dont les | lignes sont formees des vecteurs lignes L;, 1 < [. Soit R la matrice echelonee reduite
associee a M et

L; =Lig;,(R), i <1
I’ensemble des lignes de R alors si R possede r echelons on a
dimW =r
et les vecteurs de V' correspondants aux r premieres lignes
Bw = {w; = Ligy,' (L}), i <}

forment une base de W (et les | — r autres vecteurs sont nuls).
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THEOREME 10.4 (Resolution d’equations dans les espaces vectoriels). Soit ¢ : V — W une
application lineaire entre deux espaces vectoriels de dimension finie. Pour tout w € W, on pose

Sol,(w) = ¢ ({w}) ={v €V, p(v)=w}CV
la preimage de w par ¢. En particulier Sol,(Ow ) = ker ¢. Alors Sol,(w) est

— soit w & p(V) et Sol,(w) est l'ensemble vide,
— soit w € (V) et il existe v) € V tel que o(v°) = w et alors

Sol,(w) = v° + Sol,(04) = v° + ker p = {vg + k, k € ker p}.

COROLLAIRE 10.2. Awvec les notations precedente, on a en particulier

— si dimkero = 0 (cad. kerp = {0y} et ¢ est injective), Sol,(w) possede 0 ou 1 element
pour tout w.

— sirge = dime(V) = dim(W) (cad. (V) = W et ¢ est surjective) Sol,(w) possede au
moins un element pour tout w.

— SidimV =dim W et que ¢ est ou bien injective ou bien surjective, ¢ est bijective et pour
tout w, Sol,(w) possede exactement un element.
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DEFINITION 10.8. Les operations elementaires sur les colonnes d’une matrice sont les applica-
tions suivantes de My «q(K) vers My «q(K): pouri,j € {1,--- d} et \€e K* et pe K

(1) Transposition: Echanger deuzx colonnes i # j < d' de M:
Ci +— C;j

(I1) Dilatation: Multiplier la i-eme colonne par un scalaire A # 0:
C; — \C;.

(III) Combinaison Lineaire: Additioner a la colonne i un multiple scalaire de la la j-ieme colonne
pour i # j: u € K
Ci = Ci + pCj
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PRoOPOSITION 10.10. Une operation elementaire sur les colonnes d’une matrice M equivaut a
une operation elementaire sur les lignes de M' ="M .
Une telle transformation est donnee par multiplication par la droite

M — M.'T,

par la transposee d’une matrice de transformation elementaire sur les lignes T} en composant les
operations sutvantes

M UM T.0M — "T P M = M.YT, = M.T..

1l en resulte que des transformations sont bijectives et lineaires.



