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That object was to present the subject as a continuous chain of
arqguments, separated from all accessories of explanation or
Wllustration, a form which I venture to think better suited for a
treatise on exact science than the semi -colloquial semi-logical
form often adopted by Mathematical writers.

Lewis Carroll (1867)
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DEFINITION 11.1. Soit V' un K-espace vectoriel et n > 1 un entier. Une forme multilineaire en
n variables sur V est une application

vn — K
A
(U17"'7Un) = A('Ul,"' 7Un)
telle que pour tout t = 1,--- ,n et tout choix de n—1 vecteurs v; € V, j # i, l'application “restriction
a la 1-ieme composante”
v, €V Aoy, v, ,0,) €K

est lineaire:

Aoy, A + 00, vn) = MA(vg, 04,00, 0,) + Aoy, - 000 ).
L’ensemble des formes multilineaires en n variables sur V' est note

Mult™ (V, K) ou bien (V*)®"(notation ”produit tensoriel”).
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PROPOSITION 11.1. L’ensemble Mult™ (V, K) = (V*)®" des formes multilineaires en n vari-
ables est un K -espace vectoriel quand on le muni de addition et de la multiplication par les scalaires
usuelle pour les fonctions a valeurs dans K: VA, Z € (V*)®n

A+ E)(v1,-+ ,0n) = AN (v1, -+ ,0n) + ZE(v1, -+, vp).
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THEOREME 11.1 (Dimension et base de 'espace des formes multilineaires). Soit d = dimV,

B = {e1,---,eq} CV une base et B* = {e}, - ,e } C V* la base duale. Alors V*®" est de

dimension finie egale a d"; une base de V*®" est donnee par l’ensemble des formes multilineaires
de la forme

e; ®---®e; , quand ji,--- ,jn parcourent {1,--- ,d}.
On note cette base

(%*)@m - {e;l Q- ®e;n’ (jlv T 7jn) € [17d]n}'

Pour tout A € (V*)®" on a la decomposition
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DEFINITION 11.2. Une forme multilineaire
AV K

est dite

— Symetrique st Vi # j < n

L. = () A=A
c’est a dire V(vy,--+ ,v,) € él", on a

A(Ul,“' 7,Uj7.“ s Vjy e ?U’I’L) :A(Ul,"' sVjy e ’ij7... 7Un)-

Autrement dit si la valeur de A ne change pas quand on echange deux composantes.
— Alternee si Vi # j < n

(ij).A = —A
c’est a dire ¥(vy, - ,v,) € V", on a
A(vla"' 7Uj7"' s Ugy s ot 7vn) :_A(Uh'" s Uiyttt 7Uj7"° 7vn)'

Autrement dit si sa valeur est changee en son opposee si on echange deux composantes
distinctes.
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L’ensemble des formes multilineaires symetriques en n variables sur V est note
Sym™ (V; K).

L’ensemble des formes multilineaires alternees en n variables sur V est note
ALV K).

PROPOSITION 11.2. Les ensembles Sym™ (V; K) et Alt"™ (V; K) sont des SEV de Uespace vec-
toriel Mult™(V; K).
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THEOREME 11.2 (Action par permutation sur les formes multilineaires). Pour tout o € &,,
Uapplication
o.e: A e Mult"™ (V,K) — o.A € Mult™ (V, K)

definit un automorphisme du K-ev Mult(")(V, K).
Plus precisement, ’application

ceB,—~oec Aut(Mult(n) V.K))e GL(V‘Q”)

— Soit Id,, la permutation triviale. On a VA, Id,,.A = A autrement dit

verifie

Idn.. = IdMult(n) (V,K) .

— VA, Vo, 7€ 6, on a
(coT).A=0.(1.A)
autrement dit
(coT).e=(0.0)0(1.0)=0.(T.0).

En particulier, pour tout o

(0.0) 0 (07 .0) = Idn.0 = Idyyecm (v )

et donc o.e est un automorphisme lineaire de Mult(”)(V, K) de reciproque o1 .

Ainsi
o 0.8

definit une action a gauche S, Mult(n)(V, K) par automorphismes lineaires.
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THEOREME 11.3. Les formes multilineaires alternees At™ (V: K) (resp. symetriques Sym™ (V; K))
sont exactement les formes multilineaires verifiant

(11.1.1) Vo € 6,,,0.A =sign(a)A (resp. o.A = A).
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THEOREME 11.4 (Dimension des espaces de formes alternees). On suppose que car(K) # 2. Soit

d=dimV. On a
0 sim>d

dim Alt"™(V; K) = sin—d
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THEOREME 11.5 (Processus de symetrisation pour l'action d’un groupe fini). Soit K un corps,
(G,.) un groupe fini, V un K-ev de dimension finie et

t: G~ GL(V)
un morphisme de groupe de G vers le groupe des automorphismes de V. Soit
x:G— (KX, %)

un morphisme de G vers le groupe multiplicatif de K (on dit que x est un caractere de G a valeurs
dans K* ). Soit v € V, alors le vecteur

verifie pour tout g € G
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COROLLAIRE 11.1. Soit A une forme multilineaire en n variables sur V alors
Nsipn — Z sign(o)o. A
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