
Cours Euler: Corrigé 7

le 5 octobre 2022

Exercice 1
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Exercice 2

[ ]

Car ce cercle est par définition le lieu géomtrique des points du plan ayant la propriété 
voulue.
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Explication de la construction : 1. Construire la médiatrice m1 du segment [V1V2]. 2. Construire la
médiatrice m2 du segment [V2V3]. Les droites m1 et m2 se coupent dans un point P . C’est le point
recherché.
Pourquoi ? : Car (P ∈ m1 ∩m2) ⇔ (P ∈ m1etP ∈ m2) ⇔ (PV1 = PV2 et PV2 = PV3). Si m1 et m2

se coupent en un (forcément unique) point P , ce point P a donc la propriété d’être à égale distance
de V1, V2 et V3. (En particulier, P est aussi sur la médiatrice m3 de V1V3.) On montrera plus tard
que m1 et m2 sont concourantes.

Exercice 3

BC + AC

BC + AB

AB + AC

x < 5+x

x < 5+x

5 < 2x
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Exercice 4

Exercice 5

1. Montrons que (C1) est respecté. Il y a trois possibilités de choisir deux points distincts de
{A,B,C}. L’unique droite qui passe par A et B est la droite {A,B}. L’unique droite qui passe
par A et C est la droite {A,C} et l’unique droite qui passe par B et C est la droite {B,C}.
(C2) est respecté car chacune des trois droites contient exactement deux points, donc en par-
ticulier au moins deux points.

(C3) est respecté car les trois points A, B et C ne sont pas colinéaires comme aucune des
droites contient trois points.

2. Montrons que (C1) est vrai. Soient P,Q ∈ {A,B,C,D,E} deux points distincts et {R, S} une
droite. Alors {R, S} passe par P et Q si et seulement si P ∈ {R, S} et Q ∈ {R, S}, c’est-à-dire
si et seulement si {R, S} = {P,Q}. Donc {P,Q} est l’unique droite qui passe par P et Q.

(C2) est respecté car chaqu’une des droites contient exactement deux points, donc en particulier
au moins deux points.

(C3) est respecté car par exemple les trois points A, B et C ne sont pas colinéaires comme
aucune des droites contient trois points.

3. L’axiome (C1) n’est pas vérifié, car il n’y a pas de droite passant par A et C.

4. L’axiome (C3) n’est pas vérifié car les points A, B et C sont colinéaires.

5. Plan de Fano. On le représente comme dans le film de la semaine et par symétrie on voit que
l’on peut se restreindre aux droites passant par A, un sommet du triangle, pour vérifier (C1).
On voit graphiquement que par A et tout autre point il passe exactement une droite. Toute
droite contient exactement trois points, (C2) est donc vérifié. Enfin les sommets A,B,C du
triangle ne sont pas alignés si bien que (C3) est vrai.
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Exercice 6

Remarque : les croquis ont été vérifiés dans chaque série, ils n’apparaissent pas dans le corrigé.
Partie 1.

a) F ⊃ A ∩B.

b) F ∩ F ′ ⊂ A ∪B.

c) {M,N} ⊂ F ∩ F ′.

d) a ∩ b = {P} et P ∈ F .

Partie 2.

a) La figure A est contenue dans la réunion des figures B et C.

b) Le point P appartient à l’intersection des figures F et F ′.

c) L’intersection des figures C et F est contenue dans la réunion de la figure B et du point A.

d) La réunion de l’intersection des figures A et B et de la figure C est contenue dans la réunion des
figures A et B.

Exercice 7

a)

Le quadrilatère MRNS est un losange de petite base 6 cm et de grande base 8 cm. RN = SN =
MS = MR = rayon = 5 cm. On peut donner quelques propriétés du losange : ses côtés sont isomé-
triques, ses côtés opposés sont deux-à-deux parallèles, ses angles sont isométriques, ses diagonales se
coupent perpendiculairement en leur milieu.
b)
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O appartient à d car M est le centre de d et M appartient à c. Autrement dit, par la définition du
cercle, un point appartient à d si et seulement si la distance entre ce point et M est 4 cm. Et comme
M appartient au cercle c, la distance entre M et O est 4 cm. Donc le point O appartient bien à d.
Le triangle LNR est équilatéral de côté 8 cm donné par le diamètre de c.
c) Octogone (polygone à 8 cotés) irrégulier.

Exercice 8

On voit dans cet exercice qu’il est très difficile de décrire de telles figures avec les notions introduites.
Par exemple, qu’est-ce que gauche et droite, haut et bas ? Il n’est par exemple pas possible de fixer
l’orientation de la figure. Voilà des exemples de description.

a) La figure contient trois points colinéaires A,B,C avec B entre A et C. AB est supérieure à BC.
La figure contient également une demi-droite Bd ne contenant pas les points A et C. A partir
d’une certaine distance de B, les points de Bd sont plus proches de A que de C.

b) La figure contient deux droites concourantes a et b et trois points colinéaires A, B et C n’appar-
tenant à aucun de ces deux droites et alignés avec le point d’intersection O des deux droites. Les
points A et B appartiennent au même demi-plan de frontière a, tandis que C est dans l’autre
demi-plan. De même, les points A et B appartiennent au même demi-plan de frontière b, tandis
que C est dans l’autre demi-plan. Enfin on a AB < BO = OC.

c) La figure contient trois droites concourantes. Un point qui appartient à une des trois droites est
mis en évidence.

d) La figure contient trois droites concourantes a, b, c et deux points A et B hors de ces droites alignés
avec le point d’intersection O des trois droites. AO > BO. De plus, A et B sont de part et d’autre
des demi-plans délimités par chaque droite.

Exercice 9

Pour se détendre un peu ? La question est un peu vague car la réponse dépendra de la position des
points (par exemple s’ils sont tous alignés). On supposera ici que trois points ne sont jamais alignés.
Pour quatre points il faut au moins deux droites, car une seule droite ne sépare le plan qu’en deux
demi-plans. Pour séparer les quatre points il faut donc tracer deux droites, de sorte qu’elles forment
une croix séparant le plan en quatre “cadrans”. Pour cinq points deux droites sont insuffisantes, par
contre trois droites permettent de séparer le plan en ... sept zones ! Il faudra donc au minimum trois
droites pour séparer 5, 6 ou 7 points, mais quatre droites pour séparer 8 points.
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Exercice 10

Les raisonnement ci-dessous ne sont pas des démonstrations, mais des indications.

8. Nommons a, b, c, d les quatre droites. Chaque paire de droite donne au plus un point d’intersection.
Il existe une situation où chaque paire de droites se coupe en des points distincts. Dans cette situation,
comptons dans l’ordre les points d’intersection sur a, b, c et d. Il y a trois points sur a, puis deux
points sur b qui n’appartiennent pas à a, puis un point sur c et d qui n’appartient ni à a, ni à b (voir
figure ci-dessous) Cela fait donc 3 + 2 + 1 = 6 points.

De manière générale, pour n droites on peut avoir au maximum n−1+n−2+ . . .+1 = n · (n−1)/2
points d’intersection. Il s’agit en fait du nombre de tirages différents de deux objets parmi n sans
remise et où l’ordre n’importe pas. Il y a donc n · (n− 1) tirages ordonnés et il faut diviser par 2 car
on compte deux fois chaque tirage car il y a deux manières d’ordonner un ensemble à deux éléments.

Figure 1 - Le cas de quatre et cinq droites

9. Par deux points passe au plus une droite. On peut toujours trouver une configuration où chaque
paire de points distincts déterminent une droite différente des autres. Considérons quatre points
A,B,C,D. Par A, on peut tirer trois droites différentes, passant respectivement par B, C et D. Par
B, hormis la droite AB, on peut tirer deux droites différentes, passant respectivement par C et D.
Par C, hormis les droites AC et BC, on peut tirer la droite CD. Toutes les droites par D sont
déjà comptée. Cela fait donc 3+2+1=6 droites. De manière générale, pour n points on peut avoir au
maximum n− 1 + n− 2 + . . .+ 1 = n · (n− 1)/2 droites distinctes. Même remarque concernant les
tirages. Voir premier croquis de la Figure 2.
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10. Il faut trois droites pour déterminer un triangle et trois droites déterminent au plus un triangle. Il
y a une configuration où chaque triplet de droites détermine un triangle différent. Nommons a, b, c, d
ces quatre droites. Il y a 4 · 3 · 2 = 24 triplets formés de ces quatre lettres sans répétition de lettres.
De plus, étant données trois lettres, il y a 6 manières différentes de les ordonner. Cela donne donc au
final 24 : 6 = 4 triplet de lettres non ordonnées. Ces quatre droites déterminent donc quatre triangles
différents au plus. Pour un nombre n de droite, on fait le même raisonnement et il y a donc au plus
n · (n− 1) · (n− 2)/6 triangles différents. Voir deuxième croquis de la Figure 2.

Figure 2 - Questions 9 et 10.

11. L’intersection de deux segments peut être soit vide, soit un point, soit un segment dont la longueur
est inférieur ou égale à la longueur du plus petit segment.

12. Soient Ra et Sb deux demi-droites. Leur intersection peut être soit vide, soit un point, soit le
segment [RS], soit l’une des deux demi-droites.

13. Il s’agit d’un lieu géométrique : l’ensemble des points M du plan tels que [MP ] coupe [AB]. Ce
lieu est déterminé par le segment [AB] et le point P . Nommons-le Cr[AB],P (Cr pour crapöıde).
Notons d’abord que si P est sur [AB], alors [MP ] coupe toujours [AB] sauf si M est sur la droite
AB (l’intersection de [AB] avec [MP ] est alors un segment, pas un point). Donc Cr[AB],P est dans
ce cas le plan dont on a soustrait la droite AB. Supposons maintenant que P n’est pas sur [AB]. Il
y a deux cas.
Le premier cas est celui où P est sur la droite AB. Dans ce cas Cr[AB],P est l’extrémité du segment
la plus proche du point P . Prouvons-le. Si M est hors de la droite AB, alors la droite MP coupe la
droite AB uniquement en P , qui ne se trouve pas dans le segment [AB]. Donc le crapöıde voit P . Si
M est sur la droite AB alors l’intersection de [MP ] avec [AB] est soit vide, soit un segment, soit un
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Figure 1 – Questions 13, 14 et 15.

point. Elle est un point uniquement lorsque M égale l’extrémité du segment [AB] plus proche de P .
Ce point est Cr[AB],P .
Finalement, supposons que P est hors de la droite AB. L’ensemble Cr[AB],P est alors l’intersection de
trois demi-plans π1 ∩ π2 ∩ π3. Ici π1 est le demi-plan ayant pour frontière la droite AB, ne contenant
pas le point P . L’ensemble π2 est le demi-plan ayant pour frontière la droite AP et qui contient le
point B. Finalement, π3 est le demi-plan ayant pour frontière la droite BP et qui contient le point
A. Voir premier croquis de la Figure 3.

14. a) Il s’agit de l’intersection des lieux géométriques (Cr[AB],C ∩ Cr[AB],D). Voir deuxième croquis
de la Figure 3.
b) Il s’agit de l’intersection des complémentaires de ces lieux dans le plan (Cr[AB],C

c∩Cr[AB],D
c) (ou,

ce qui est équivalent, le complémentaire de la réunion).

15. Il s’agit de la réunion des lieux (Cr[AB],P ∪ Cr[CD],P ).

Exercice 11

On considère trois points non alignés A,B,C, un point D sur le segment [BC] et un point P sur
le segment [AD]. Nous devons montrer que AP + PB < AC + CB. Nous allons utiliser l’inégalité
triangulaire deux fois. Première application : pour les points B,P et D. On a

BP < BD + PD
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A

B

C

D

P

Deuxième application : pour les points A,D et C. On a ici

AD < AC + CD

Par conséquent, la première inégalité triangulaire ci-dessus permet de comparer :

AP + PB < AP + PD +BD = AD +DB

où l’égalité provient de l’axiome (D4). On utilise maintenant la deuxième inégalité triangulaire pour
conclure :

AP + PB < AD +DB < AC + CD +DB = AC + CB

par (D4) encore une fois. Le résultat est démontré.

Exercice 12

Pour partager un segment [PQ] de 9,5 cm en 11 parties, appliquer la même méthode en reportant
11 segments [AA1], [A2A3], . . . , [A10A11].
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