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[1I. Probabilités conditionnelles

Le concept de probabilité conditionnelle est I'un des plus importants de cette théorie puisque
I’on cherche souvent & savoir quelle est la probabilité d’un événement alors qu’on dispose d’une
information partielle. Les chances de neige ne sont pas les mémes si ’on sait qu’il a fait 30 degrés

la veille ou —5...

1 Rappels sur les probabilités
o)

I’ensemble fondamental Y une expérience est I’ensemble de toutes les issues possibles d’une

expérience.
Définition 1.1. Soit S ’ensemble fondamental d’une expérience. Une probabilité est une applica-
tion P : P(S) — [0,1] telle que :
(1) P(S)=1;
(2) Si les événements Ey, By, E3, ... sont disjoints, alors P (H E1> = Z P(E;).
i=1 i=1

Le nombre réel P(E) est appelé probabilité de I'événement E.

Nous avons vu la semaine passée que

a) P(0) = 0, c’est-a-dire que la probabilité que rien ne se passe est nulle, notre expérience a
toujours une issue;
b) P(II—, E:) = >, P(E;), donc I'axiome (2) est vrai aussi si on traite le cas d’une union
disjointe finie d’événements;
c
o P(E)=1-P(E); Ca E AL E = S

d) si F C E des événement, alors P(F) < P(FE).



III. Probabilités conditionnelles Euler 3éme année

Exemple 1.2. On jette plusieurs fois une paire de dés (non pippks). Le résultat d’un lancer est

la somme des chiffres apparents. Quelle est la probabilité qu’on obtienne 5 avant 77

Soit F,, I'’événement "Pendant les n — 1 premiéres épreuves ni 5 ni 7 ne sont obtenus, puis a
la n-éme on obtient 5". La probabilité cherchée est la probabilité de la réunion disjointe 11 E..
D’autre part, la probabilité d’obtenir un 5 est 4 - i

En effet, 36 - 9
On obhiewh war Somne he § owce A+, 243 5 342 44
Dowe U as Sur O6 1ssues

A

—_—

6
Ainsi, la probabilité d’obtenir un 5 ou un 7 est _lg.. On a alors que P(FE,) vaut

36

-l n-I

Plea) = (A- )7 4= ()7 2
36 3 18

car les lancers sont indépendants. Par conséquent, on a

(Le) - ZE74 -5 2
4
b

De méme, celle d’obtenir un 7 est %— .

n=1 \ I8
Y
- ? /1- %n-l—'ﬁ A=
- 79 .
Roﬁ.&; Serie SEOMMM Sn, :Eoﬁ -~ A-4q &l' Si 'q l< '1.

Nous avons terminé le cours de la semaine passée sur le résultat suivant : nsw v - 9

Théoréme 1.3. Soient E et F' deur événements. Alors P(EUF) = P(E)+ P(F)— P(ENF).
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2 Probabilité conditionnelle

Commengons par un exemple élémentaire (que nous reprendrons par la suite pour expliquer le

"paradoxe" du probléme de Monty Hall).

Exemple 2.1. Supposez que vous étes sur le plateau d'un jeu télévisé face a trois portes et que
vous devez choisir d’en ouvrir une seule, en sachant que derriére I'une d’elles se trouve une voiture

et derriére les deux autres des chévres.

Quelle est la probabilité de choisir la bonne porte ?

75\
4
3

Supposons maintenant que 1'on sache, avant de choisir, qu'une chévre se cache derriére la troisiéme

porte. Quelle est la probabilité que la belle voiture soit derriére la premiére porte ?

A, Coul {I /w,(':o va\h') : eJ( Lo VO\LM-LSLl'erc_
2 durrtve 8 e dus dunx,

Pour résumer et éclairer ce raisonnement, il y a trois issues possibles & cette expérience, chaque
issue est équiprobable. Si I'on sait qu’une chévre se trouve derriére la troisiéme porte, on réduit

I’ensemble fondamental de ’expérience & deux issues. La probabilité que la voiture soit derriére la

1 2
porte numéro 1 vaut 3’ celle qu’une chévre se trouve derriére la troisiéme vaut 3’ la probabilité

que la voiture soit derriére la porte 1 sachant qu’une chévre est derriére la porte 3 est alors

win|eel—
I

Définition 2.2. Soient E et F' deux événements. On suppose que P(F') > 0. Alors la probabilité
conditionnelle P(E|F) de E sachant que F' est réalisé est

P(E|F) = —P(f(;)F). [ E 3

_ P(e) —
P(E) _P(S) 3 P(EIF): P(E/W)
e ()
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Voici un exemple simple ot 'on pourrait aussi raisonner directement.

Exemple 2.3. Une urne se trouve dans une piéce obscure et contient 10 billes rouges, 5 billes
jaunes et 10 billes blanches lumineuses. On tire une boule et constate qu’elle n’est pas lumineuse.

Quelle est la probabilité qu’elle soit jaune ?

Intuitivement : S.‘ l0- bf“,l " bb\’ P‘"‘S M&.V\ e.\w/ -&“,(’, e,b" ‘lo,uw\,e, o rﬂ(’
eV~ 5 -1
AS \mllu '3 ouR A.owl’ '5"3 =) P(jl B ),_l?_ _,3_

Mathématiquement :
Soit J I’événement produit par le tirage d’une bille jaune et B celui produit par le tirage d’une
bille blanche. 5

¢\ _ ?(3036) - P(9) 25 -1
& do boule eal jame
dle n'est pos blowdm

Le candidat est placé devant trois portes fermées. Derriére I'une d’elles se trouve une voiture et

J

Enfin, revenons au probléme de Monty Hall.

derriére chacune des deux autres se trouve une chévre. Il doit tout d’abord désigner une porte. Puis
le présentateur doit ouvrir une porte qui n’est ni celle choisie par le candidat, ni celle cachant la
voiture (le présentateur sait quelle est la bonne porte dés le début). Le candidat a alors le droit ou
bien d’ouvrir la porte qu’il a choisie initialement, ou bien d’ouvrir la troisiéme porte. Que doit-il
faire ?

Exemple 2.4. Supposons que ’on choisisse la premiére porte. Appelons A; I’événement "la voiture
se trouve derriére la i-éme porte", pour 1 <7 < 3. Appelons encore(X; 1’événement "le présentateur
ouvre la(j-éme porte" pour(2 < j < 3. Calculons toutes les probabilités P(A; N X;). Avant cela,

1
nous remarquons que P(A;) = = pour tout i. A

.P(AlmXQ) (Alng) .—Z_.,i - ——

P R woibwe esb dertee & ‘4’ P”\"’ e _l
PML ownve Ml dumat L 2% ov o 3°
L UP(A) = P (A%, AL AN f(A«n"z)'*
3 P(A, nX3)
P(A;N X,) = P(A3sN X3) = O
t 4
¢

l,) Mw(“mt n suve ]oumob lo- f’Mb— gaam.wl-t.
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4

o P(AyN X3) = P(A3N X,) = =
la veitunr se brovve  derntve Lo pmke 2 o qw’ow
o ()’LOESE L Pmb_, 4 aw W}) )’WM Do IT ovvnv I Porl’e.K
Ceci nous permet aussi de calculer la probabilité que le présentateur ouvre la troisiéme porte.
Xy = XaNA, 1L X3 NnA; 1 XqnA,

_ P(x4nA) + P(¥ynA2) + P(X ,,A)
; (4‘-" ) N 3' . a NN3 :.iz
=) Pro a\) h o ('aa.aw:r o vo(hw- Qauns (,Q«my\zlf CS’l (X
o ‘«)a.wn ¢ LV b pe«&c?) :

4 4
(A,4\ X3 = P(':/l(:i(;) = /1//£ = 3
2t Ao P"°L‘Q9fl ke caaanuf >l o cfg\aw\?,e. de FNL‘ Wl‘

Il faut changer de porte pour av01r plus de chance de gagner la voiture! ‘_
'Iw\'un‘nwm“ lbms de w W ot x ow 4{. waL mmuﬁ—cx 2l ‘LM.
loa. bil L& )y St own &awaz. , om 9osau_lc\mt

3 La formule des probabllltes totales

Dans la section précédente, nous avons vu comment calculer une probabilité conditionnelle.
Parfois il peut étre utile de retourner cette formule et de I'appliquer pour calculer la probabilité

d’un événement. Nous commencons par la formule de multiplication.

Proposition 3.1. Formule de multiplication ?(A) # 0 P( A 5)
Soient A et B deux événements. Alors P(AN B) = P(A) - P(B|A). &9 (B l A) = N

P(A)

Exemple 3.2. Un sac contient quatre billes rouges, deux billes bleues et trois billes vertes. On
cherche la probabilité des événements suivants : les deux billes tirées sont rouges (A), la premiére
est bleue et la seconde est verte (B) et I'une des billes est rouge et 'autre bleue (C).

On désigne par Ry I’événement "la premiére bille tirée est rouge", par R, "la seconde est rouge",
par By "la premiére est bleue", etc. On dessine un diagramme en arbre ou la racine indique le
début de 'expérience, le premier niveau de branches indique le premier tirage, le second niveau
le deuxiéme tirage. On écrit la probabilité de chaque tirage sur la branche et la couleur tirée aux

noeuds.
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UR 4+ 2R + 3V

P(A)= P(R,aRy) = P(Re)- P(RelRy) = L
De meme , P(B) =P (B,,I)'Vz) =
P(C) = P(KalnBz) -l‘?(fsqﬂﬁa) =

Le théoréme suivant est une simple adaptation de cette formule.

2.3
3 8 N
4.2
> 3

— . a— -— —

Théoréme 3.3. des probabilités totales
Soit Er, ..., E, des événements tels que S = Ey[[Ex]]... 1] En. Alors pour tout événement A,

on a

P(A) = ZP(A|E1)P(EJ

Démonstration. Montrons simplement le cas de deux événements : S = E [ F.

A=(Ane) L (AaF)  Pepdl
P(A) = PLAOE) + T(AnF) & P(AIE)-P(e) + PAIF)A(F)

On monfe o PN DJ;..'VLE.Y‘oLL P TRUAfrente Suf n
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Exemple 3.4. Un inspecteur de police est convaincu a 60% que le suspect principal de son enquéte
sur le vol d’un tableau de Picasso est coupable. A ce stade de I’enquéte on trouve un cheveu blond
et court sur la scéne du crime. Il se trouve que le suspect est blond! Quelle est la probabilité qu’il

ait volé le tableau sachant que/20% de la population a des cheveux blonds ?

Soit C' I’événement "le suspect est coupable" et/B 'le coupable est blond". Alors, par le Théo-

réme des probabilités totales,

(%) BB = PBIOPC) + PBICIP(C) = 40,6 + 6,20/} =

D’autre part, la probabilité conditionnelle que le suspect est coupable sachant qu’il est blond se

calcule directement avec la définition :

0,68

(¢]8)= P(CAB) _ P(BLA)-Ple) | o6-4 - 8827

55 P(B} 6, 6§

Ce que nous avons utilisé dans cet exemple est le Théoréme de Bayes, du nom de Thomas

Bayes (1702-1761), mathématicien et pasteur britannique.

Théoréme 3.5. Théoréme de Bayes
Soit Ey, ..., E, des événements tels que S = Ey [[ Ex ] ... [ En. Alors pour tout événement A de

probabilité non nulle et tout k, on a

P(A|Ey)P(Ey)
2oy P(AIE) P(E:),

= P(A) por le thw 3.3

7

P(Eg|A) =
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Pour terminer ce cours, étudions un exemple de nature théorique.

Exemple 3.6. Probléme de rencontre de Mont-mort (1708)
Lors d’une réunion de n hommes, chacun enléve son chapeau et le lance dans le vestibule. A la
fin de la réunion, chacun prend un chapeau au hasard dans le tas. On dit qu’il y a "rencontre"

quelqu’un tire son propre chapeau. Quelle est la probabilité qu’il n’y ait aucune rencontre ?

Soit E,, événement "il n’y a aucune rencontre". L’idée est de conditionner P(F,,) selon I’évé-

nement R "le premier homme tire son propre chapeau". Par la formule des probabilités totales, on

a P(Enﬁﬁ) R P(EwIR)

&) P(EL) = p(c a\fe P(R) 4+ PEIR)-P(RT) = 22 P(elg)

Analysons maintenant P(En|RC). C’est la probabilité qu’il n’y ait pas dé rencontre lorsque n — 1
hommes tirent un chapeau dans un tas de n — 1 chapeaux, tas dans lequel un chapeau n’appartient

a personne (celui du premier homme) et 'un manque (celui que le premier homme a tiré).

Il y a deux cas de figure sans rencontre. Soit I’homme en trop ne tire pas le chapeau en trop,
soit il le tire. S’il ne le tire pas, faisons comme si ce chapeau lui appartenait, si bien que cette
situation est équivalente a E,_;. Mais s’il le tire (il y a une chance sur n — 1 de le faire), il reste

n — 2 hommes qui doivent tirer un chapeau dans un tas constitué de leur chapeaux :

P(EV\\RC) = P(Eh-t) -\-:— (Eh-z . -1

o PLES) = mobp(eddes) = nt p(e.) + 4 PlE)

Nous avons obtenu une formule de récurrence! Il est facile de commencer a calculer puisque

1
P(Ey) =0et P(E;) = 3 Alors la formule donne + ‘

" fo
(EY (‘ ) .y,LI

une série qui tend vers e~! = 0, 368.

A
Ple) =2 P(e) + 3 Ple)= 2442021

— [

3
h
J



