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Cours Euler
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Dérivée
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[. Dérivation

Dans ce module d’analyse, notre premier but est d’étudier plus finement le graphe des fonctions
réelles. Vous avez déja parlé de continuité et nous reviendrons briévement la-dessus pour nous ra-
fraichir les idées, mais nous voudrons ensuite construire des outils qui nous permettront d’analyser

la croissance et la concavité. Il nous faudra quelques semaines pour y arriver...

1 Rappels

Pour définir la limite d’une suite de nombres réels (x,), vous avez di modéliser la notion
d’arbitrairement proche en introduisant un nombre ¢ (réel, positif). Un nombre z est alors la
limite de la suite si pour tout € > 0, il existe un nombre entier N tel que |z — x,| < & pour tout
n > N. En d’autres termes, la différence entre les termes de la suite et la limite s’amenuise a

mesure que ’on avance dans la suite.

cos (Y F 1)

/03
ns+1
Avant de commencer & faire des calculs, nous remarquons que cette expression est définie pour

Exemple 1.1. Calculons la limite de la suite z,, =

tout n € N. D’autre part, le cosinus d’'un nombre réel est toujours compris entre —1 et 1, si bien

que
1

vt +1
Notre intuition nous dit que ceci tend vers zéro. Formalisons-le avec des epsilons. Soit € > 0 et
choisissons pour N la partie entiére de ve=4 — 1+ 1.

|z, | <
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Vous avez développé des méthodes qui permettent d’éviter I'usage de la définition et nous les
rencontrerons a nouveau dans ce chapitre. Mais révisons d’abord la notion de continuité. Nous
étudions le graphe d’une fonction réelle f : R — R et nous nous trouvons par conséquent dans le
plan R?. Pour approcher un point du plan, il faut maintenant modéliser la notion d’arbitrairement
proche a l'aide de deux nombres € et §, arbitrairement petits, qui décrivent ce qui se passe sur
chacun des deux axes. Ainsi, f est continue au point a s’il existe un intervalle Ja — u,a + u[ sur
lequel f est définie et pour tout € > 0, il existe u > § > 0 tel que

O<|zr—a|<éd = |f(zx)—fla)] <€

En d’autres termes, les valeurs f(z) s’approchent autant qu’on veut de f(a) si x s’approche suffi-

samment de a...

Exemple 1.2. Etudions la fonction z +— |z|. Est-elle continue en zéro? On remarque d’abord
que le domaine de définition de cette fonction est R, si bien que le nombre u ci-dessus n’a pas

d’importance.

304

200

La valeur de la fonction en 0 est 0, si bien que nous devons montrer que |z| s’approche de zéro
a mesure que x s’approche de zéro. C’est bien le cas et nous formalisons cela avec des € et des 9.

Pour tout € > 0, choisissons § =
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2 La dérivée

Nous savons que la notion de continuité modélise le fait de pouvoir tracer le graphe d’une
fonction sans lever le crayon. Intuitivement, il est clair que certains graphes sont plus agréables a
tracer que d’autres. Une fonction affine, sinusoidale ou quadratique est "aisée" & tracer, alors qu’une
ligne polygonale brisée (comme le graphe de la valeur absolue que nous venons de rencontrer) se
trace avec des "a-coups". On décide de mesurer cela en observant les droites tangentes au graphe

de la fonction.

Définition 2.1. version géométrique. Soit f une fonction réelle définie au voisinage du point
a. La dérivée de f en a est la pente de la tangente au graphe de la fonction f au point (a; f(a)),

pour autant que cette tangente existe.

Exemple 2.2. La fonction z — |z|

Pour pouvoir travailler avec cette notion de dérivée, nous avons besoin d'une définition ana-
lytique. On ne peut pas tracer la tangente au graphe et mesurer la pente a la régle! Choisissons

donc un point x pas trop éloigné de a et tragons la droite du plan passant par les points (a; f(a))

et (z; f(x)).
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La pente de cette droite vaut

Définition 2.3. Soit f une fonction réelle définie au voisinage d’un point a. Alors la dérivée de f

en a, si elle existe, est donnée par

Exemple 2.4. Considérons la fonction f(z) = 1000. Nous voulons calculer la dérivée f'(a) en tout

point a € R.

Exemple 2.5. Considérons la fonction f(x) = z?. Nous voulons calculer la dérivée f'(a) en tout

point a € R.
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Exemple 2.6. Considérons la fonction f(z) = sinx. Nous voulons calculer la dérivée f/(a) en tout
: . ... sSInx
point a € R. Rappelons que la limite hr% =1.
T— €T
Utilisons la formule trigonométrique de la différence de deux sinus
sinx — sina

lim —— =

Tr—a Tr — Qa

Le produit des limites est égal & la limite du produit, lorsque ces limites existent. On peut donc

écrire

Soit D(f") C R le sous-ensemble des points ou la dérivée de f existe. La fonction f': D(f') — R
qui associe a tout point z € D(f’) le nombre f'(x) est appelée fonction dérivée ou dérivée de f,

pour autant que D(f’) soit non vide.

Exemple 2.7.

Remarque 2.8. On étend la notion de dérivée de la méme fagon qu’on a étendu la notion de limite.
On peut ainsi parler de dérivée infinie lorsque la tangente au graphe est verticale. On peut aussi

parler de dérivée a droite et dérivée a gauche. Considérons par exemple la fonction f(z) = /.



Dérivation Euler 3éme année

Son domaine de définition est R,. Calculons la dérivée a droite en zéro.
-0

lim \/__\f =

z—0t x—0

Nous verrons d’autres exemples en exercice.

Pour terminer avec les généralités, nous démontrons que la notion de dérivabilité est plus forte
que celle de continuité. En particulier il n’y a pas de sens a vouloir calculer la dérivée d’une fonction
qui n’est pas continue. Géométriquement, il est clair que nous n’arriverons pas a tracer la tangente

en un point ou la fonction n’est pas continue!
Proposition 2.9. Une fonction dérivable en un point a est continue en ce point.

Démonstration.

3 Opérations sur les fonctions dérivables

Comme pour les limites, I'une des méthodes les plus puissantes pour calculer la dérivée de
fonctions "compliquées" est de les décomposer en morceaux plus simples. Il faut donc apprendre a
calculer la dérivée d’une somme, d’un produit, d’'une composition, etc. Le premier résultat dit que

la dérivation est une opération linéaire.
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Théoréme 3.1. Soient f et g deux fonctions réelles dérivables en a, et o, B € R. Alors af + B¢
est aussi dériwable en a et

(af + B9)'(a) = af'(a) + By (a).

Démonstration.

]

Exemple 3.2. Considérons la fonction h(x) = w22 4+ 1000. On calcule la dérivée avec la formule

précédente et a l'aide des exemples de la section précédente. On obtient

Vous démontrerez le résultat suivant en exercice. Il permet de calculer la dérivée d'un produit

de fonctions dérivables.

Théoréme 3.3. Soient f et g deux fonctions réelles dérivables en a. Alors f- g est aussi dérivable
en a et

(f9)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

2

Exemple 3.4. Considérons la fonction f(x) = x*sinz. Alors

f'(x) =

Nous passons maintenant au quotient de fonctions dérivables.

Théoréme 3.5. Soient f et g deux fonctions réelles dérivables en a. Supposons que g(x) # 0 au

voisinage de a. Alors = est aussi dérivable en a et
g
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S

Démonstration. Ecrivons la différence des quotients z(x) — =(a) en mettant au méme dénomina-

teur, puis en enlevant et ajoutant f(a)g(a) au numérateur :

On voit que cette expression est égale a

O

Nous en avons terminé avec les opérations élémentaires et terminons cette partie avec I'inverse

d’une fonction dérivable.

Théoréme 3.6. Soit f une fonction réelle bijective sur un intervalle |a — u,a + u| et dérivable en

a. Supposons que f'(a) # 0. Alors la fonction inverse f~1 est dérivable en b= f(a) et

Démonstration. Puisque la fonction f est bijective au voisinage de a, on sait que la fonction

inverse de f existe et est définie au voisinage de b = f(a). Il s’agit donc de calculer la limite de



Dérivation Euler 3éme année

fHy) = D)

y—>b
voisinage de b comme y = f(z) pour un unique nombre réel x compris entre a —u et a +u . Ainsi,

lorsque y tend vers b. La bijectivité de f permet a nouveau d’écrire tout y au

]

Géométriquement, on comprend bien que la pente de la tangente en un point du graphe de la
fonction inverse est I'inverse de la pente f’(a) puisque le graphe de la fonction inverse est obtenu

par symétrie autour de la diagonale.

Exemple 3.7. Considérons la fonction f(z) = sinz. La fonction inverse est arcsinz et nous

voulons calculer la dérivée en un point b de Uintervalle | — 1, 1].



[I. Accroissements finis

La derniére régle de base pour pouvoir dériver de nombreuses fonctions est celle de la com-
position de deux fonctions. Nous passerons ensuite a 'un des théorémes les plus importants de
ce module, celui des accroissements finis. Il nous permettra entre autres de démontrer la régle de

Bernoulli-L’Hospital sur le calcul de certaines limites de quotients.

1 Dérivée d’une fonction composée

Théoréme 1.1. Soient [ et g des fonctions réelles telles que g o f existe. On suppose que f est

dérivable en a et g en f(a). Alors go f est dérivable en a et

(9o f)(a) =g'(f(a))- f(a)
Démonstration. Lorsque f(z) # f(a) on peut écrire

(o f)lx) —(gof)la) _ (gof)(x)—(go f)la) [flz)—[f(a)

r—a f(@) = f(a) r—a

Par conséquent, lorsque = tend vers a (et donc, par continuité de f, f(x) tend vers f(a)), on voit

que la limite de l'expression ci-dessus tend vers ¢'(f(a)) - f'(a).
Si f(x) = f(a) dans un voisinage de a, alors la fonction f est constante autour de a. Dans ce
cas, la dérivée est égale a f'(a) = 0 et comme g o f est aussi constante dans un voisinage de a,

(go f)(a) =0 et la formule est vraie aussi. O

Exemple 1.2. Considérons la fonction h(x) = (2% — 3z +4)".
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Exemple 1.3. Considérons la fonction h(x) = 2" ol 7 est un nombre rationnel positif, disons

r = p/q, ol p et ¢ sont des nombres entiers positifs.

Nous avons maintenant & notre disposition un tel arsenal de régles de dérivation que nous
pouvons aussi répondre a la question suivante : nous connaissons des fonctions continues qui ne
sont pas dérivables, des fonctions dérivables dont la dérivée n’est pas dérivable en tout point, mais
existe-t-il des fonctions dérivables en tout point dont la dérivée n’est pas continue ? La réponse se

trouve dans la série d’exercices...

2 Recherche du minimum et maximum

L’un des points les plus importants d’une étude de fonction est de trouver ses extrema (minimum
et maximum). Le premier résultat nous apprend que les points ou la dérivée s’annule sont des
candidats sérieux.

Rappelons qu'un point a est un mazimum local (respectivement minimum local) s'il existe un
voisinage de a, disons Ja — d,a + d], tel que f(z) < f(a) (respectivement f(x) > f(a)) pour tout
z €la—9d,a+d[

Proposition 2.1. Soit f une fonction réelle dérivable en a. Si f admet un extremum local en a,
alors f'(a) = 0.

Démonstration. Nous effectuons la preuve dans le cas ol a est un minimum local, si bien que
f(z) > f(a) au voisinage de a.
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Remarque 2.2. La dérivée d’une fonction peut étre nulle en un point sans que ce point soit un

extremum local.

D’autre part, il existe des fonctions qui admettent un extremum local en un point ou la dérivée

ne s’annule pas.

Parmi quels points faut-il chercher les extrema locaux d’une fonction réelle? Si f : [a,b] — R
est une fonction réelle continue définie sur un intervalle fermé, vous avez vu l’année passée que

cette fonction va nécessairement atteindre son maximum et son minimum.

Théoréme 2.3. Soit f : [a,b] — R une fonction réelle continue définie sur un intervalle fermé.

Alors f atteint son maximum et son minimum parmi

Démonstration.

[
Exemple 2.4. Considérons la fonction f(x) = {/z(x —1). Cette fonction est définie sur R.

D’autre part, Pexpression z#(z — 1) tend vers +oo lorsque z tend vers +o00 et —oo lorsque z tend

vers —oo, si bien que la racine cinquiéme aussi :

lim f(z) =ocoet lim f(z)=—oc



Accroissements finis Euler 3éme année

Le théoréme de la valeur intermédiaire nous assure déja l'existence d’un point ou la fonction va
couper l'axe Oz et de fait on voit facilement que f(x) s’annule en z =0 et x = 1.
— AV :

— AH :

— AO:

— Dérivée :
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Que pouvons-nous dire de ces calculs?

Nous verrons plus tard comment déterminer analytiquement ce qui se passe en ces points. Pour

le moment, demandons & Mathematica de tracer le graphe de cette fonction :

1.5 7

0.5

15 -1 —05 0.5 1.5

—1 +

—1.5 ¢

V256
5

5 ) est un minimum

Nous observons que le point (0;0) est un maximum local, le point (—; —

local et le point (1;0) n’est pas un extremum local.

3 Le Théoréme des accroissements finis

Le théoréme des accroissements finis prédit 1’existence d’un point du graphe d’une fonction
dérivable sur un intervalle [a, b] ot la pente de la tangente est la pente du segment joignant (a; f(a))
a (b; f(b)). Un cas particulier est donné par le Théoréme de Rolle (1652-1719; ce théoréme semble
avoir été connu par les mathématiciens indiens dés le 12 siécle, mais la premiére preuve connue est
celle de Michel Rolle en 1691).

Théoréme 3.1. de Rolle.
Soit f : [a,b] — R une fonction réelle continue définie sur un intervalle fermé et dérivable en tout

point de |a,b[. On suppose que f(a) = f(b). Alors il existe un point a < ¢ < b tel que f'(c) = 0.
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Démonstration. Si la fonction f est constante, le résultat est évident.
Sinon,

]

Géométriquement, cela signifie que quelque part entre a et b il existe un point (au moins) ou
la pente de la tangente est nulle, c’est-a-dire paralléle & ’axe Ow.
y

f(a)=f(b)

Une généralisation immédiate de ce théoréme sera démontrée en exercice. Il s’agit d'un des

théorémes les plus importants du chapitre : le Théoréme des accroissements finis.

Théoréme 3.2. des accroissements finis.
Soit f : [a,b] — R une fonction réelle continue définie sur un intervalle fermé et dérivable en tout

point de |a,b[. 1l existe alors un point a < ¢ < b tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

Plutot que d’illustrer ce théoréme par des exemples, voyons quelles conséquences théoriques il
al

Corollaire 3.3. Soient [ et g des fonctions continues dont les dérivées f' et g’ coincident en tout

point de |a,b[. Alors il existe une constante ¢ € R telle que f(x) = g(x) + ¢ pour tout a < x < b.
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Démonstration. Posons h(z) = f(z) — g(z). Une différence de fonctions continues et dérivables est
aussi continue et h'(x) = 0 pour tout a < x < b. Appelons ¢ = h(a) et regardons donc de plus prés
un point a < d < b. Nous voulons démontrer que h(d) = c¢. Par le Théoréme des accroissements
finis,

]

Le deuxiéme corollaire nous permettra d’étudier la croissance et la décroissance des fonctions

réelles.

Corollaire 3.4. Soit f : [a,b] — R une fonction réelle continue définie sur un intervalle fermé et
dérivable en tout point de ]a,b]. Alors f est croissante sur [a,b] si et seulement si f'(x) > 0 pour
tout x €a, b].

Démonstration. Clairement, si f est croissante, le signe de la dérivée sera positif. En effet,

Pour la réciproque, supposons donc que f’(z) > 0 pour tout a < x < b. Soit u < v deux points de

'intervalle [a, b]. Par le Théoréme des accroissements finis,

L’analogue pour les fonctions décroissantes se trouve ... en exercice !

4 La régle de Bernoulli-L’Hospital

Nous arrivons a I'un des moments phare de ce chapitre. Il s’agit d’une régle de calcul de limite
de quotient qui nous simplifiera la vie de maniére phénoménale. La démonstration que nous verrons

la semaine prochaine se base sur une généralisation du Théoréme des accroissements finis.
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Théoréme 4.1. Soient f,g : [a,b] — R deuz fonctions réelles continues définies sur un intervalle
fermé et dérivables en tout point de |a,b[. On suppose que g' ne s’annule en aucun point de |a, b|.

fb) = fla) _ f'(c)

1l existe alors un point a < ¢ < b tel que = .
g(b) —g(a)  ¢'(c)

Démonstration. Remarquons d’abord que 'hypothése sur la dérivée de g implique que g(b)—g(a) #

0 et I’énoncé fait donc sens. Considérons alors la fonction

hx) = f(x) = fla) = (g(z) — g(a)) ————~

Théoréme 4.2. de Bernoulli-L’Hospital.
Soient f, g : la,b] = R deux fonctions réelles continues définies sur un intervalle fermé et dérivables
en tout point de |a,b[. On suppose que g et g ne s’annulent en aucun point de la,bl. Alors, si

lim, .+ f(z) = lim,_..+ g(x) vaut zéro ou plus ou moins l'infini,

lim @ = lim f'@)

z—at g(l‘) z—at g,(l’)

pour autant que cette derniere limite existe.
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Nous démontrerons ce résultat la semaine prochaine et en voyons une application spectaculaire

en comparaison avec le calcul fastidieux fait I’année passée.

Exemple 4.3. Considérons les fonctions f(x) = sinz et g(x) = « sur U'intervalle [0, 7/4].



[II. Etude de fonctions

Le but de cette troisiéme lecon sur la dérivée est de démontrer le théoréme de Bernoulli-
L’Hospital, d’étudier la convexité du graphe d’une fonction réelle a I'aide de la dérivée seconde,

puis de donner une approche générale aux questions d’étude de fonctions.

1 La régle de Bernoulli-L’Hospital

La démonstration de cette régle de calcul que nous verrons aujourd’hui se base, comme promis,

sur la généralisation du Théoréme des accroissements finis.

Théoréme 1.1. de Bernoulli-L’Hospital.
Soient f, g : [a,b] = R deux fonctions réelles continues définies sur un intervalle fermé et dérivables
en tout point de |a,b[. On suppose que g et g ne s’annulent en aucun point de la,bl. Alors, si
lim, o+ f(2) = lim,_q+ g(z) vaut zéro ou plus ou moins l'infini,
!/
f@) _ @)

lim 1% —
:L"Lr(?‘* g(l’) z—at g’(x)

pour autant que cette derniére limite existe.

Démonstration. Nous effectuons la preuve dans le cas ot les deux limites sont nulles et supposons

!/
que lim f(z)
z—at g/ T

ment plus délicats, et les éléves intéressés peuvent en trouver une preuve compléte dans la plupart

existe et soit égale & un nombre réel . Les autres cas (limites infinies) sont légere-

des livres d’analyse, par exemple “Calcul différentiel et intégral" de Douchet et Zwahlen.

Par le théoréeme des accroissements finis généralisés,
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Lorsque x tend vers a par la droite, ¢(z) aussi tend vers a par

]

Le résultat est cité ici avec une limite a droite, mais il est bien str valide pour les limites a
gauche, et donc pour les limites (absolues).

.. ) 3r 4 cosx o
Exemple 1.2. Calculons la limite du quotient ﬁ lorsque x tend vers I'infini. Numérateur
x

et dénominateur tendent vers 'infini et nous devons lever cette indétermination. Si nous voulions

appliquer la régle de Bernoulli-L’Hospital, nous calculerions le quotient des dérivées :
(3z +cosx)
(Va4 1)

Il y a & nouveau une indétermination et on calculerait alors le quotient des dérivées encore une

fois :

La situation ne s’est pas simplifiée et le terme z? - cosz oscille entre des valeurs de plus en plus

grandes et de plus en plus négatives... Il vaut mieux trouver une autre résolution.

3
Ainsi, lim oT T CosT
T—00 2 +1
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2 Convexité et concavité

Un sous-ensemble A de points du plan est dit conveze si le segment qui relie deux points
quelconques de A est entiérement contenu dans A. Ainsi un disque est convexe, mais une étoile a

six branches n’est pas convexe :

Ceci motive la définition de convexité pour des fonctions réelles.

Définition 2.1. Soit f : [a,b] — R une fonction réelle. On dit que f est convere sur I'intervalle

[a, b] si, pour toute paire de points = et y compris entre a et b et tout nombre réel 0 <t <1, on a

La fonction est dite concave sur [a,b] si

Que signifie cette définition ? Lorsque ¢t parcourt tous les nombres réels compris entre 0 et 1, la
combinaison linéaire tx + (1 — t)y parcourt tous les nombres réels entre = et y. D’autre part, en ce
point, le segment reliant (z, f(z)) a (y, f(y)) prend la valeur ¢t f(z) + (1 —¢) f(y) :
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LX) + (1= 1) fy)
) e ;;/'/:/' """""""""""""""""" :
,,,,,,/, ﬂt :x/:'— (] _[) y) 1

ﬂx) ”””””””””” E

X ix+(I-0y y

Ainsi la fonction f est convexe si tout point du graphe de f est situé

Exemple 2.2. La fonction f(x) = z? est convexe sur tout R. En effet, pour tous z < y et
0<t<1l,ona

Géométriquement, ce résultat est évident : une parabole est un objet convexe...

Lemme 2.3. Soit f : [a,b] — R une fonction convexe. Alors sia <x <y <z<b, ona

flw)~ f@) _ ()~ f@) _ F2) ~ )
y—r —  z—x @ z—y
Démonstration. Remarquons que si t = S y, alors 1 —t = rmr=(z=y) _y-r D’autre
z—x z— Z—x
part
i —_ J— + —
t:c—i—(l—t)zzz yx+y v, yrTyE a:z:y
Z2—x z—x z—x
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— X

Z _—
Par définition de convexité, on sait alors que f(y) < J flz)+ Y
z2—x z2—x

f(y) zZ—y 1 = Z—x . T —y . 1 p
e oo g A ) g g EA Gl prpmpe s VA e )
F@) — 1@) _ f(2)— 1)

Yy—x o Z—x

En d’autres termes, on a bien O

Proposition 2.4. Soit f : [a,b] — R une fonction conveze. Alors f est continue et admet en tout
point une dérivée a gauche et une dérivée a droite. De plus, si x < y et que la dérivée existe en ces
points, alors f'(x) < f'(y).

Démonstration. Commencons par donner une idée de pourquoi f est continue sans entrer dans les

détails des ¢ et 0. Fixons x et considérons deux suites monotones z,, < x et y, > = qui tendent
f(zo) — f() ot M — f(yo) — f(x)

To— X Yo — T

fn) = f(2) _ (@) = [(@) < fYns1) — f(=) < flyn) — f(=) <M.

Ty — I - Tpy1 — Ynt+l — T UYp — T

toutes deux vers x. Appelons m = . Le lemme ci-dessus garantit

que

m <

Finalement, si < y et ¢ est un nombre quelconque compris entre x et y, les inégalités

1€ = ) _ (0~ ()

cC—x B c—1Y

montrent que fj(z) < fi(y) et donc que f'(x) < f'(y) puisqu'on suppose ici que la dérivée existe

(et coincide donc avec les dérivées a gauche et a droite). O

La proposition ci-dessus dit que les dérivées a droite et a gauche existent, elle ne dit pas qu’elles
coincident ! Une version plus générale dit de fait que la dérivée & gauche est toujours plus petite

que celle a droite.
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Exemple 2.5. On définit une fonction f "par morceaux" sur l'intervalle [-2,2] de la fagon sui-

vante :
—2r—1 si—2<xr< -1

si—1<x<0
si0<zx<1
sil<z<2

fx) =

Son graphe est visiblement convexe, méme si la démonstration pourrait étre fastidieuse :

301
250

20F

-2 -1 1 2

On voit que les dérivées a gauche et a droite ne coincident pas en —1, 0 et 1.

La conséquence la plus importante de la proposition précédente s’obtient dans le cas ol on
suppose que la fonction étudiée est dérivable.

Théoréme 2.6. Soit [ : [a,b] — R une fonction dérivable. Alors f est convexe si et seulement si

la dérivée f'(x) est une fonction croissante.

Démonstration. Si f est convexe et dérivable, la dérivée est croissante, nous venons de le démontrer.
Supposons donc que la dérivée est croissante. Pour montrer que f est convexe, nous allons travailler
directement avec la définition. Fixons donc z < y et un nombre 0 <t < 1. Posons u = tz+ (1 —1)y.

Le Théoréme des accroissements finis garantit 1’existence
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Par conséquent,

]

Grace a notre étude de la croissance d’une fonction dérivable, nous obtenons immédiatement

le critére de convexité suivant :

Corollaire 2.7. Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable deuz fois. Alors f est convexe si et

seulement si f"(x) > 0 sur [a,b].

Exemple 2.8. La fonction f(z) = sinz sur l'intervalle [0, 7] est

1/ \

L L L L L L
05 10 15 20 25 30

Définition 2.9. Une fonction réelle f admet a comme point d’inflexion si f est convexe a gauche

de a, puis concave a droite de a, ou inversément.
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3 Etude de fonctions

Nous avons les clés en main pour effectuer ’étude d’une fonction réelle quelconque. Nous
savons étudier le signe de la fonction, de sa dérivée et de sa dérivée seconde, et ainsi déterminer les
intervalles de croissance, décroissance, convexité et concavité. La régle de base n’est pas de respecter
colite que cotite 'ordre des opérations, mais de penser globalement & 1’étude de la fonction et de

s’assurer que les résultats sont cohérents. Voici le plan général d’une étude de fonction :

1. Déterminer le domaine de définition D(f) et les points de discontinuité ;
2. Déterminer si la fonction est paire ou impaire, si elle est périodique (et quelle est la période) ;

3. Calculer les limites aux points du bord de D(f), en particulier en +00; en déduire s’il y a

des asymptotes verticales et horizontales, en donner les équations;

4. Déterminer 'existence d’asymptotes obliques, en donner les équations;

5. Calculer la dérivée, son domaine de définition D(f’) et son signe;

6. Calculer la dérivée seconde, son domaine de définition D(f"”) et son signe;

7. Calculer les limites de la dérivée aux bord de D(f’);

8. Etablir le tableau des variations de f, f’ et f”;

9. Déterminer les extrema locaux de f et les points d’inflexion, ainsi que I'ordonnée a ’origine ;
10. Déterminer les intervalles de croissance, décroissance, convexité et concavité ;
11. Tracer le graphe de f;

12. Etablir d’autres symétries que la parité s’il y a lieu.
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472 — 4

-2+ —1

Exemple 3.1. Nous étudions la fonction f(z) =

— Domaine de définition :

4x
2+1

Nous étudions donc la fonction g(z) = . Cette fonction est visiblement impaire et elle ne
s’annule qu’en 0.

— Signe de g(z) :

— AV :
— AH :

— AO:

— Dérivée :
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— Dérivée seconde :

— Graphe :

v

_10 _5 1 5 10

10



IV. Exponentielle et logarithme

Aujourd’hui nous revenons de maniére plus rigoureuse sur les fonctions exponentielles et loga-
rithmes que vous avez vues rapidement dans le chapitre sur la continuité. Nous en profiterons pour
calculer les dérivées, ce qui étoffera notre catalogue de fonctions "élémentaires" que nous savons

dériver.

1 L’exponentielle

Pour construire ce cours sur des bases solides, revenons sur la définition de e”.

merk 1 k ™
Lemme 1.1. Lorsque m > 2x — 1, on a m < <§> — pour tout k > 1.
m ! m)!

Démonstration. On démontre cela par récurence sur k. Lorsque £k = 1, on a

Ml
(m+1)! B
Supposons maintenant que I'inégalité est vraie pour 1,2,...,k et montrons qu’elle est aussi vraie
pour k+1: -
(m+k+1)1
ce qui conclut la démonstration. O

r n
x

Proposition 1.2. Pour tout nombre réel x, la suite z, = ( E —') converge.
n!

n=0
Démonstration. Effectuons la démonstration lorsque = est positif.
Dans ce cas, la suite z, est croissante. Il suffit donc de montrer qu’elle est bornée pour en conclure

qu’elle converge.
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Ce résultat permet de poser la définition suivante.

Définition 1.3. Pour tout nombre réel x, le nombre e* est défini par

La fonction exponentielle est la fonction réelle exp : R — R définie par exp(z) = e”.

Les propriétés bien connues de croissance exponentielle peuvent étre maintenant démontrées

rigoureusement.

1
exp(x

Proposition 1.4. On a exp(x + y) = exp(z) - exp(y) pour tous x,y € R et exp(—z) =

~—

En particulier, exp(z) > 0 pour tout x € R.
Démonstration. Développons I'expression du produit des exponentielles exp(x) - exp(y) :

5) (Z5)-Tis - ()i

k=0 k=0 m=0

Pour le calcul de l'inverse, on remarque que 1 = exp(0) = exp(z — x) = exp(z) - exp(—x) et enfin,
puisque exp(z) = exp(z/2 + x/2) = (exp(z/2))” est un carré, il doit étre positif. O

Exemple 1.5. Nous aimerions comprendre le lien entre exp(x) et e*, o e est le nombre d’Euler.
o0

1 1 1 1
Par définiti 1) = o =1414+= il
ar définition, on a exp(1) 25 + +2+6+24+
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D’autre part, nous avons défini e comme étant la limite lorsque n tend vers 'infini de 'expression

1 n
(1 + —) . Pourquoi ces deux limites exp(1) et e coincident-elles ?
n

1 n
Le développement de (1 + —) donne
n

Ainsi e < exp(1). Finalement, fixons m et considérons la suite (y,,) ou

1 1n—-1 1l n—1)n—-2)...n—m-+1
RTINS B W5 SRS O o[ ) I )
11 20 n m! pm—1

1 1 1\"
Lorsque n tend vers l'infini cette suite tend vers 1 + — + - + — Puisque y,, < <1 + —) , les
m)! n

1!
limites aussi satisfont l'inégalité 1 + T SR ] < e. Lorsque m tend vers l'infini on a donc
! m)!
1 n
exp(l) <e= lim (1 + —) :
n—o0 n

La limite considérée est donc a la fois plus grande et plus petite que e, il s’agit donc de e, qui vaut
environ 2, 7182818284590452353602874713526625...

2 Etude de la fonction exponentielle

Nous sommes maintenant préts a étudier la continuité, la dérivabilité et la dérivée de I'expo-

nentielle.

Proposition 2.1. La fonction exponentielle est dérivable, et donc continue. De plus exp’(x) =

exp(x).

Démonstration. Pour démontrer la proposition, nous calculons simplement la dérivée a ’aide de

la définition. On doit donc calculer

—1 S ) ec—l_ooc"_l_1 NP i
.Sile]<1ona —Z = +z; - si bien que

c

Commencons par calculer lim
c—0

C
n=1
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La dérivée est ainsi calculée, ce qui prouve que la fonction exponentielle est dérivable, et par

conséquent continue. ]

Proposition 2.2. La fonction exponentielle admet une asymptote horizontale a gauche d’équation

y=0. De plus lim e* = +o0.

T—+400

Démonstration. Si on a un entier N > 0, choisissons z > 2N. Alors

x 2N (2N>N
e’ >e > N

Ainsi e” tend vers 'infini lorsque x tend vers 'infini. Lorsque x tend vers moins l'infini, on utilise

> 2N,

xT

le fait que e=® = 1/e” pour conclure que €” tend vers zéro. O

Pour terminer notre étude de fonction, étudions la croissance et la convexité.

Proposition 2.3. La fonction exponentielle est strictement croissante et convexe surR. Elle donne

de plus une bijection entre R et R .

Démonstration. La dérivée de e” est e”, une fonction strictement positive par définition. Par consé-
quent ’exponentielle est strictement croissante. Sa dérivée seconde est encore égale a e”, strictement
positive, si bien que ’exponentielle est convexe sur R. Pour terminer, par continuité, le théoréme
de la valeur intermédiaire s’applique et 'exponentielle est surjective sur R . Elle est injective car

strictement croissante. ]

Voici son graphe :
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3 La fonction logarithme

La fonction logarithme In : R} — R est la fonction réciproque de I’exponentielle. On I'appelle
aussi logarithme népérien pour le distinguer des autres fonctions logarithmiques que nous verrons
tout a I’heure. Vous avez déja vu ’année passée que les propriétés élémentaires de I’exponentielle

se traduisent pour le logarithme :

1. In(xy) =
2. In(1) = etln(e) =
3. la fonction In est strictement croissante ;

4. lim In(z) = oo et lim In(z) = —o0.
T—00 x—0F

Nous savons aussi qu’elle est aussi continue et dérivable, étant la fonction réciproque d’une

fonction dérivable.
1
Proposition 3.1. La dérivée de la fonction In est la fonction x — —.
x

Démonstration. 11 suffit de calculer la dérivée avec la méthode vue pour les fonctions réciproques :

Voici son graphe :

Il est parfois utile de travailler avec des fonctions logarithmiques définies sur d’autres "bases"

que e, les plus courantes étant la base 2 et la base 10.

Définition 3.2. Pour tout nombre réel positif a # 1, la fonction logarithme de base a est la

fonction réelle log, : R% — R définie par

log,(z) =
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Exemple 3.3. Puisque In(e) = 1, on voit que log, n’est rien d’autre que le logarithme népérien
In. On a toujours log,(a) = 1.

Nous verrons les fonctions z — a® en exercice !

4 La fonction puissance

Nous savons définir et étudier les fonctions puissance entiére x — x™, oll n est un entier, et
puissance rationnelle x — x”, ot r est un nombre rationnel.

Nous remarquons que

On définit donc les fonctions puissances de la maniére suivante :

Définition 4.1. Pour tout nombre réel «, la fonction puissance a-iéme est la fonction réelle
fo : RY — R% définie par fo(z) =

Théoréme 4.2. La dérivée de la fonction puissance est fl(x) = ax®~1. Cette fonction est donc

strictement croissante pour o > 0 et strictement décroissante pour o < 0.

Démonstration.
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On voit ci-dessous le graphe des fonctions puissance pour o« = m, —7, 1/7 :

8L

Pour terminer avec les exponentielles, les logarithmes et les puissances, nous allons comparer
le comportement asymptotique de ces fonctions. L’année passée, vous aviez eu beaucoup de peine
a expliquer pourquoi e” croit plus vite que x. A présent, grace a la régle de Bernoulli-L’Hospital,
cela devient un jeu d’enfants!

r Inz

. . € .
Théoréme 4.3. Sia > 1, on a lim — = o0 et lim — = 0.
z—00 L& z—00 L%

Démonstration. Choisissons un entier n > « (qui existe puisque R est archimédien). Alors 2" =

enln(x) > eocln(;z) — @ car

La deuxiéme limite est encore plus facile a calculer puisqu’il suffit d’appliquer la régle de

Bernoulli-I’Hospital une unique fois :

5 'Trigonométrie hyperbolique

Les fonctions trigonométriques se lisent sur le cercle unité et les fonctions sinus et cosinus
permettent de paramétrer ce cercle. Si ’on remplace le cercle unité par une hyperbole d’équation
2?2 — y? = 1 on obtient les fonctions trigonométriques ... hyperboliques, eh oui! La surprise est

qu’elles peuvent se formuler de maniére élémentaire a ’aide de ’exponentielle !
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T —x xT —x

.t . e’ —e e’ +e
Définition 5.1. Pour tout z € R, posons sinhx = ———— et coshx = — On appelle ces

fonctions le sinus hyperbolique et le cosinus hyperbolique.

Proposition 5.2. On a pour tout x 1’égalité cosh® x — sinh? x = 1.

Démonstration. 11 suffit de faire le calcul en se souvenant des régles de calcul avec I'exponentielle :

]

Ainsi pour z > 0, les points (cosh z, sinh x) parcourent I’arc d’hyperbole d’équation z? —y? =1

contenu dans le premier quadrant.
Par analogie avec les fonctions trigonométriques classiques, on définit les quotients suivants :

» o ex — e_x 61’ _I_ e—.’L’ )
Définition 5.3. Pour tout = € R, posons tanhz = —— et cothx = —— si z # 0. On
appelle ces fonctions la tangente hyperbolique et la cotangente hyperbolique.
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Exemple 5.4. Effectuons par exemple I’étude de la fonction tangente hyperbolique. Il s’agit d’une

fonction impaire dont le domaine de définition est R. En effet

et —e” et —e "
tanh(—x) = =— = —tanhx
— Asymptotes :
— Dérivée :
— Dérivée seconde :
Voici son graphe :
10
051
-2 7‘1 1 2

-10%-

La pente de la tangente en lorigine vaut 1, le graphe fait donc un angle de 7/4 avec 'axe

horizontal.



V. Optimisation et primitives

Nous revenons aujourd’hui sur les fonctions trigonométriques hyperboliques et parlerons de
leurs réciproques dont vous avez vus quelques exemples en exercice dans la série précédente. Nous
parlerons ensuite de problémes d’optimisation, I'une des applications les plus pratiques de la théorie

de la dérivation.

1 Fonctions hyperboliques réciproques

Rappelons que pour tout x € R,

sinhz = et coshz =
Ces fonctions ont été étudiées en exercice la semaine passée et vous avez vu que

sinh’ x = et cosh’z =

Lors de la série de la semaine passée, vous avez aussi étudié la fonction réciproque de sinh, notée
Argsinh. Vous avez entre autres dit montrer que Argsinh = In (x +v1+ x2) et que la dérivée de

1
V1+ 2?2

Définition 1.1. La fonction Argcosh : [1, co[— [0, oo est la fonction réciproque de cosh sur [0, oof.

Argsinh est égale a . Il reste donc a étudier la fonction Argcosh.

Calculons la dérivée de cette fonction.
1

Proposition 1.2. On a Argcosh’'z = —
I _—



Optimisation et primitives Euler 3éme année

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la formule de la dérivée d’une fonction réciproque. Ainsi, si

y = Argcoshz, on a

Argcosh'z =

On en déduit que cette fonction est strictement croissante. Voici son graphe :
30 F
2.5 —

20F

Pour terminer, nous donnons la liste des dérivées de ces fonctions hyperboliques :

Proposition 1.3. On a

1
sinh’ x = cosh x Argsinh’y = ————
8 V14 a?
1
cosh’ x = sinh x Argcosh’s = ——
2 —1
tanh’z = 1 — tanh®z = ! 5 Argtanh’z = L
cosh” z 1— 22
coth’z =1 — coth?z = —— 12 Argcoth’z = L
sinh” z 1 — 22
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Remarque 1.4. Comment se fait-il que la dérivée des réciproques de la tangente hyperbolique et

celle de la cotangente hyperbolique soient égales? Y aurait-il une faute de frappe?

2 Optimisation

Les méthodes de dérivation et la connaissance de la croissance d’une fonction permettent sou-
vent de résoudre de maniére analytique des problémes d’optimisation. La méthode consiste bien
souvent & trouver en fonction du probléme posé une fonction dont on cherchera le maximum ou le

minimum. Commencons par un grand classique.

Exemple 2.1. La fabrique Bischofszell cherche & produire une boite de conserve en fer blanc
contenant un litre (1000 cm?) de petits pois en utilisant le moins de matiére possible. Quelles

seront ses dimensions ?

Appelons r le rayon du disque de base et h la hauteur de la boite, en centimétres.
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Cette fonction est définie sur R — {0}, mais les boites de conserve de rayon négatif n’intéressent

pas Bischofzell et on se restreint donc & D(S) = R’.. Calculons la dérivée de S :

Il suffit maintenant de calculer h pour connaitre les dimensions de la boite de petits pois :

1000

2

h

=~ 10, 84.
mr

Abordons maintenant un exemple de nature plus physique ol nous nous intéresserons aussi a

la dérivée seconde.

Exemple 2.2. On se trouve dans la face Nord de I’Eiger, de 1650 métres de hauteur. Au mo-
ment d’arriver au sommet, a 3970 meétres d’altitude, un petit boulon d’un gramme se détache
des crampons et tombe directement jusqu’au bas de la face. A quel instant atteint-il une vitesse

maximale ?

Nous devons d’abord établir I’équation de sa position h(t), comprise entre 3970 et 2320. Idéa-

lement, sans frottement,

1
h(t) = —§gt2 + 3970

car la vitesse initiale est nulle (et g = 9,81m/s? est 'accélération de la pesanteur).
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1650
Disons que g = 10 et donc T? = ——

m/s, autrement dit plus de 650 km /h.

=330 et T"= 18, 1 secondes. A ce moment v(7T') = g7 = 181

En réalité, il faudrait tenir compte des frottements di a la viscosité de l'air, a la forme du

boulon et sa masse...

3 Primitives

Nous savons tout, ou presque, sur la dérivation. Nous terminons ce cours avec une premiére
approche de l'intégration, en étudiant la "réciproque de la dérivation", c¢’est-a-dire en cherchant

pour une fonction donnée quelles fonctions admettent cette fonction pour dérivée.

Définition 3.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b] (ou plus généralement sur une
partie de R). Une fonction dérivable F' est une primitive de f sur [a,b] si F'(xz) = f(x) pour tout
x € [a,b].

Proposition 3.2. Deuz primitives d’une méme fonction différent par une constante.

Démonstration.

]

Définition 3.3. Si f est une fonction définie sur un intervalle [a,b], 'ensemble de toutes ses

primitives se note / f(x)dx et on 'appelle intégrale indéfinie de f.
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Intégrer une fonction sur un intervalle, c’est chercher toutes ses primitives sur cet intervalle.
Si F' est une primitive de f sur Uintervalle [a,b], toute primitive de f sur [a,b] est de la forme

F(x) + ¢, avec ¢ € R. On convient donc d’écrire
/f(x)dx = F(xz) 4+ ¢ avec c € R.

Exemple 3.4. On sait qu'un corps tombe en chute libre avec une accélération constante g. Puisque

I’accélération est la dérivée de la vitesse, on en déduit que la vitesse
v(t) =

ol vy est une constante. Il s’agit de la "vitesse initiale" puisque

Pour trouver la position x(t) de notre objet, il faut intégrer encore une fois car la vitesse est la

dérivée de la position. Ainsi,

x(t) =

ol xo est une constante réelle. Comme avant, cette constante représente la "position initiale" de
I'objet.

Toutes les dérivées que nous avons calculées nous permettent de trouver de nombreuses pri-
mitives. Ainsi, le tableau suivant donne les primitives de quelques fonctions : puissances (pour
a # —1), trigonométriques, exponentielles, etc. La lettre ¢ indique une constante réelle dans tous

les cas.

f(@) [
1
@ avec a# —1| ——a* ¢
COS T
sin x

xT

a®* avec a > 1
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Voici ensuite les régles de base pour calculer les primitives de fonctions obtenues comme com-
binaisons linéaires de fonctions plus simples. La derniére partie résume les trois autres et nous
apprend que le calcul de primitive est linéaire : la primitive d’une combinaison linéaire de fonc-

tions est la combinaison linéaire des primitives de ces fonctions.

Proposition 3.5. Soient f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle et \, p € R.

0 [ () + g@)de = [ fa)dn s [ glorde

) [ (@) = g@)do = [ fw)iz = [ glarte

o [Osends =2 [ sy

&) [ Ofe)+ g do =2 [ f@do s u [ gy,

Démonstration.

O

Exemple 3.6. On cherche a trouver toutes les primitives de la fonction polynomiale p(z) =

a,x" + -+ + a1z + ag. Puisque la primitive de z* est de la forme 21 on déduit de la

o ' k+1
proposition ci-dessus que

/p(x)da::/anx”d:thr.../alxder/aodx:&x”+1+mx"+---+ﬂm2+aox+c
n+1 n 2

Par exemple,

/(:c +1)%dx =

La régle de la dérivation d’une composition de fonctions implique le résultat suivant.

Proposition 3.7. Soient f et g deux fonctions réelles. Alors, si G est une primitive de g,

/g(f(w))f’(:r)dx = (Go f)(z) +ec
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Démonstration. 11 suffit de constater que G o f est une primitive de (go f) - f'. O
Un cas particulier tres utile de cette régle est celui ot G est une fonction puissance.

Corollaire 3.8. Soient f une fonction réelle et k un entier positif. Alors

JECEEIE

3

Exemple 3.9. La fonction cos® z - sinz admet comme primitive

/cos3x -sinx dr =
On peut aussi recalculer sans développer I’exemple polynomial de tout a I’heure :

/ (2 + 1)2dz =



