Exercices de physique générale I — mécanique — Section CGC

Corrigé Série 03 : Oscillations et systémes de coordonnées

Questions conceptuelles

a) Pour former un repére orthonormé droit Ozyz avec les axes x et z, axe y doit étre
perpendiculaire aux deux axes x et z. Il est donc perpendiculaire au plan du cadran de
la montre. A 9h, 'axe y est dirigé vers 'arriére de la montre, alors qu’a 15h il est dirigé
vers l'avant de la montre.

Pole Nord

b) Puisque le soleil apparait a l'est et se couche &
louest, la terre tourne d’ouest en est (cf ¢ sur le Ouest /
schéma). Le vecteur vitesse angulaire & est défini
tel que : ¥ = J A 7. La direction de & définit ’axe
de rotation de la terre, et son sens le sens de ro-
tation de la terre. En utilisant la régle de la main
droite, on obtient un vecteur de vitesse angulaire
dirigé du pole sud au pole nord.
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Pole Sud



1 Trajectoire elliptique

a) Le vecteur position du point matériel est

~

7(t) = Acos(wt)i + Bsin(wt);. (1)

On reconnait ’équation d’une ellipse centrée & 'origine et de demi-axes A et B selon les
directions x et y centrée sur l'origine O, en effet, les coordonnées x et y du vecteur 7
satisfont 1’équation
2 2
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qui est I’équation d’une ellipse de demi-axes A et B. L’équation (1) représente le mou-
vement horaire d’'un point matériel se déplagant sur cette ellipse. Le vecteur vitesse est

donné par
dr A .
u(t) = pri —wAsin(wt)i + wB cos(wt)j.
Il est toujours tangent & la trajectoire (c’est-a-dire a lellipse).
Le vecteur accélération est donné par

at) = O;—;) = —w?Acos(wt)i — w?Bsin(wt);. (2)

Ce dernier peut se ré-écrire
a(t) = —w(t).

Il s’agit d’un vecteur colinéaire a 7(t), dirigé dans le sens opposé. Il pointe donc vers
l'origine O du repére. (Voir schéma).
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Pour montrer que 7(¢) n’est en général pas orthogonal & ¥(t), on calcule leur produit
scalaire :

7(t) - v(t) = — A%wsin(wt) cos(wt) + B*wsin(wt) cos(wt) = (B? — A?)wsin(wt) cos(wt).
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a)

Cette expression n’est pas nulle si A # B (sauf dans les cas particuliers wt = 0, Z, 7, 57”),

)9
et donc les vecteurs 7 et U ne sont pas orthogonaux.

Pour écrire la force qui détermine ce mouvement, on utilise la loi de Newton
F = mi(t) = —mw?(t) (3)

D’aprés I'équation (3), cette force est linéairement proportionelle a la distance a 'origine
|7(t)|, paralléle au vecteur 7(t) et de sens opposé. Il s’agit d'une force de rappel, telle
celle produite par un ressort de longueur au repos nulle dont une extremité est fixée a
l'origine et I'autre sur le point matériel. La force gravitationnelle est, elle, inversément
proportionelle au carré de la distance. Il est & noter que les deux forces produisent un
mouvement elliptique. Dans cet exercice, la force est située au centre de l’ellipse. Dans
le cas de la gravitation (mouvement des planétes, par exemple), il sera vu que la force
est située sur un des foyers de 'ellipse.

Lance-pierre

Lorsque Bart Simpson

tient la pierre immobile

en r = —d en lui ap-
pliquant une force ﬁmax, -
la somme vectorielle des

forces subies par la pierre

doit étre nulle. On a

!

=

max

ﬁmax+ﬁA+ﬁB:6a (4) —d l‘ 0

ou Fp et Fg sont les forces que les deux moitiés de 1’élastique exercent sur la pierre. En

projection sur I’axe x on a
FA,x + FB,:U = Fmax (5)

oll [, est la norme de ﬁmax. Les normes de F '\ et ﬁB sont égales a la tension de
I’élastique, dont I'allongement vaut 2\, donc

F = ||Fall = [|F5|| = k2 (6)
ou k est la raideur de I’élastique. Les composantes x de ces forces valent
Fay = Fp, = Fcosa =2kANd/\) = 2kd. (7)
En introduisant ce dernier résultat dans ’équation (5), on obtient

Fmax

k= d




b)

L’équation (7) obtenue pour la position x = —d
est également valable lorsque la pierre se trouve
a une position z quelconque (—d < z < 0), a
condition de remplacer —d par x. Ainsi

Fro = Fp, = —2kz. (9)

Pendant la phase de propulsion, F A et ﬁB sont

les seules forcées s’appliquant sur la pierre._)En : . ' x
projetant la deuxiéme loi de Newton, ma = Fa+ “d . b =
Iy, sur 'axe x, on obtient
. Fmax
mi = Fp .+ Fp, = —4ke = — x (10)
it ¥ =0 11
soit & + =0, (11)
qui est I’équation d’un oscillateur harmonique de pulsation
Fmax
= ) 12
w0 md (12)
La solution générale est
z(t) = Acos(wot)+ Bsin(wpt) [ou bien C'sin(wot + D), (13)
v(t) =2(t) = —Awpsin(wot) + Bwgcos(wot) [ou bien Cuwycos(wot + D)], (14)
ou A et B [ou bien C' et D] sont des constantes d’intégration.
On définit £ = 0 au moment ou la pierre a une vitesse nulle en x = —d. On a :
z(0) =A=—d [ou bien C'sin D = —d], (15)
v(0) = Bwg =0 = B=0 |oubien CcosD=0=D=mn/2et C =—d|. (16)
Ainsi, la solution particuliére est
xz(t) = —dcos(wot), (17)
v(t) = dwpsin(wpt) . (18)
La pierre quitte le lance-pierre en x = 0 avec une vitesse vy au temps ty, donc
z(ty) = —dcos(woty) =0, (19)
v(ty) = dwpsin(woty) = vy, (20)
ce qui implique ty = ﬁ et
dwo = Vp. (21>



Cette derniére relation s’obtient aussi en notant que la vitesse de ’équation (18) doit
étre maximale a la position d’équilibre z = 0. On a finalement, en combinant (12) et

(21) :
Vo Fmax
- — = 22
Wo d md 9 ( )
d’ou Pog
m = “max® (23)
Vo
Avec d = 60 cm, Fiac = 150 N et v; = 30 m/s, on obtient
150 x 0.6 90
=———=—=0.1 kg. 24
" 30? 900 & (24)

Alternative utilisant la conservation de [’énergie mécanique :

La force de lélastique (qui est la seule force s’exercant sur la pierre pendant la phase de
propulsion) est conservative et dérive de [’énergie potentielle V = %kLQ, ou L est l’allongement
de élastique, c’est-a-dire la longueur de ’élastique (puisque la longueur a vide est nulle). Au
moment ot la pierre est lachée en x = —d (voir figure du point a) ci-dessus), la longueur de
l¢lastique vaut 2X. Au moment ot la pierre arrive en x = 0 avec une vitesse v, la longueur de
Délastique vaut 24/ X\? — d?. Ainsi, la conservation de I’énergie mécanique de la pierre implique

1 1 2> 1 4kd?
Smv + 5k (2\/)\2—d2> =Sk = m= o (25)
0

En remplacant k par sa valeur obtenue a ’équation (8), on obtient alors ’équation (23).

Remarque :

Dans ce probléme, il était important de démontrer que la force du ressort est proportionnelle a
x, c’est-a-dire que le mouvement est harmonique. En effet, ceci n’est pas du tout garanti par le
simple fait que le lance-pierre est formé d’un élastique. Pour que le mouvement de la pierre soit
celur d’un oscillateur harmonique, il était crucial que la longueur au repos de l’élastique soit
nulle. Voyons ce qui se passe si la longueur a vide de ’élastique £y est non nulle, disons égale
a la moitié de la distance AB. En se référant a la figure du point b) ci-dessus, ot maintenant

A= /a2 + 103, on a

F=|[Fll=Fl = k@2r\-6), (26)
Fry,=Fp,=Fcosa = k(2X—{l)(—z/\) = —2kx(1 —{y/(2))) (27)

_ ok (1— ! ) | (28)
2@ 1

L’équation du mouvement est alors

1
mi =Fa,+Fg,=—4kz | 1— , 29
Ao T TE ( 2 (x/£0)2+1> (#9)

qui n'est certainement pas celle d’un oscillateur harmonique (sauf si £y — 0).
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3 Oscillateur sur plan incliné

Référentiel, repere et systéme : On choisit comme référentiel le plan incliné et comme repére
I’axe de coordonnée e, d’origine O paralléle au plan incliné dirigé vers le bas et 'axe de
coordonnée e, perpendiculaire au plan incliné dirigé vers le haut. Le systéme est le point
matériel de masse m.

2)

Bilan des forces :

e Poids : P =mg =mg (sinae, — cosae,)

e Réaction normale : R = Re,

e Traction du ressort : T'= — k (z — ly) e, ou ly est la longueur du ressort a vide.

Equation du mouwvement : Y F™" = P+ R+ T = ma.

Les projections de I’équation du mouvement selon les axes e, et e, donnent respective-
ment,

mgsina — k (z —ly) = mi | (30)
R— mgcosa=0 (31)

A T'aide du changement de variable

z:x—lo—@sina, (32)

k

I'équation différentielle (30) est mise sous la forme
mi+kz=0, (33)

qui est identique a 'équation (11) et décrit donc un mouvement harmonique oscillatoire
de pulsation w.

¢) Compte tenu de l'expression de la pulsation w, la période d’oscillation est donnée par

2T m
T=—=2 — . 34
—=2m ) (34)



