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[. Nombres complexes

1 Nombres imaginaires

Jusqu’au XVIéme siécle environ, on ne considérait pas que ’équation 22 +1 = 0 n’a pas de
solution réelle, mais qu’elle n’a simplement aucune solution. Mais les travaux de Cardano, Tartaglia
et Bombelli - que nous retrouverons tout a I’heure - motivérent I'invention (ou la découverte ?)
d’un nombre imaginaire i ayant la propriété que > = —1. En d’autres termes, ¢ est une racine
carrée de —1. C’est Descartes qui a baptisé ce nombre comme étant imaginaire, Euler qui ’a noté ¢

et Gauss qui a introduit la terminologie "nombre complexe".

Définition 1.1. L’ensemble C des nombres complexes est 'ensemble {a+bi | a,b € R}. On appelle

a la partie réelle et b la partie imaginaire de a + bi.

Ainsi 37 est un nombre complexe pwv.mw¥ t ‘M&&inM% Cox so- por l’Vb r&Jh ea?nul\:.-
et 4, T, 2,5 puwwmb She Vio (omwme des nombres complexe bag. b0,

Un nombre réel est aussi un nombre complexe, mais sa partie imaginaire est nulle. On peut
1

construire des nombres complexes de la forme 1 + 1, ~3 + 10007 ou encore /13 — wi. Ce que

nous remarquons tout de suite, c’est que C ressemble & s’y méprendre a R? puisque tout nombre

complexe a + bi est donné par un couple de nombres réels (a,b) € R

Proposition 1.2. Les nombres complexes forment un espace vectoriel réel. La somme est donnée
par la formule (a 4 bi) + (¢ + di) = (a + ¢) + (b+ d)i et laction de R est donnée par la formule

ala+bi) = aa+ abi (ot a,b,c,d et a sont des nombres réels).

Mais l'intérét des nombres complexes ne se trouve pas dans sa structure d’espace vectoriel ! En

effet, si nous avons introduit le nombre i, c’est parce que i*> = —1. Ce qui nous démange, c’est

donc de multiplier les nombres complexes entre eux.
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Définition 1.3. Soit a+ bi et ¢+ di deux nombres complexes. Le produit (a+ bi)(c+ di) est donné
par la formule (ac — bd) + (ad + be)i.

‘ ‘ ’ : . dawtR
Cox (au-k‘ol') (C+ oLb) b} e(&cu\—\m em MP"J'MI' Les nal.u de + &l’
(a+l>1)(c+ou) D e+ a-ditbictbidi s (a.c + b‘o\:»;'}o-(aiuf bey)
@ (ouc -\ook) +(0Lo(.+bc,>(,
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Exemple 1.4. On peut calculer les puissances de 7 :
A 4 st own=tdk N
L‘:L N v g wn o= Ukl .,'Qlé
Lz S "i = L= -4 St n-s Q?u-Z
AR i g =z Uk4d
{,q = 4 . ‘2 )

On a aussi (1 +1)? = (,{.‘.])(,{.H) = 4+ 2. +vl:~ = 2t

=-]

Muni de cette multiplication, les nombres complexes forment un anneau. Nous avons choisi
la seule définition qui rende la multiplication distributive par rapport a l’addition, associative et

commutative. L'unité de C est le nombre réel 1 puisque ! - (a+ bi) = a+ bi. Mais on a encore bien

mieux... Vén[-'m que fout (‘l&MwJ" nou nul

Théoréme 1.5. Les nombres complexes forment un corps.—l_? a_&mg}- wn Inverse pous  ©

Démonstration. Nous devons comprendre comment trouver l'inverse d’'un nombre complexe non
nul. Soit donc a + b7 un nombre complexe différent de zéro. Nous pourrions simplement chercher le
nombre complexe ¢+ di qui vérifie (a + bi)(c+ di) = 1 en résolvant un systéme d’équations donné

par la formule du produit dans C, mais nous allons étre plus astucieux.

Tdentite vemaroquable : (o.+\pi)(au-lo&> = al

:0«2“"51
= = 41
. o-bi _ & _ b .
—\ "Q tvivirse CLL 0‘-“'b( s D - o4 b® o b20
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Exemple 1.6. L’inverse de 7 est -t o Lz o+d. ) done a=0, b=1 =?
(V)

~ ¢ ==

L’inverse de 1 + 4 est le nombre complexe (e =b = 4.) e o
a

A 4

- ~— |

2 2

Définition 1.7. Soit z = a + bi € C. Son conjugué compleze est le nombre z = a — bi. Il a méme

partie réelle, mais sa partie imaginaire est l'opposé de celle de z.

Exemple 1.8. Un exemple historique. Comment diviser 10 en deux parties dont le produit
vaut 407 C’est une question que se pose Cardano dans le Chapitre 37 de son "Ars Magna". Cela
a ’air d’étre impossible puisque si on divise 10 en deux parties égales, 5 et 5, le produit vaut 25 et
il manque donc 15 pour arriver a 40... ' 40-%) '

St ou pose X = 5+\lTsé a\wa:: e

bo. Somune vouk bien AD ot

Le Vcoah.wL Szi-(\rl-s)z.: 25 + 19 = Yo

Ou a ol le problime de Gardene l e

L’intérét de ce calcul est lié & la factorisation du polynéome 2% + 10z + 40. Le discriminant est
négatif et les formules de Viete nous disent que les racines sont deux nombres dont la somme vaut

10 et le produit 40. Grace aux nombres complexes on peut factoriser ce polynome :

xz+lo>r+‘€0=(x"s~m“’ BCX—S"'m‘: )

Pour diviser un nombre complexe par un autre, la méthode la plus rapide en général est d’am-
plifier la fraction par le conjugué complexe du dénominateur (afin d’éliminer les parties imaginaires
au dénominateur) :

a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd+ (bc— ad)i

c+di  (c+di)(c—di) 2 + d?
Exemple 1.9.
ooz (-3 (4-w) 2-%i-3i-6 _ -Y4-H - o_u _ 3,
1+2i (4+2) (4-2) A4k 5 s S
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2 Représentation géométrique des nombres complexes

Nous avons vu que les nombres complexes peuvent étre identifiés au plan réel R? en faisant
correspondre le nombre complexe a + bi au point (a;b) du plan. Ceci donne l'idée de représenter
géométriquement les nombres complexes comme un plan. Mais puisque ’essentiel de la structure de
C se trouve dans la multiplication, nous devons comprendre & quoi correspond géométriquement le

produit. Pour cela nous introduisons deux grandeurs géométriques associées & un nombre complexe.

Définition 2.1. Soit z = a + bt un nombre complexe. Le module ou la norme de z est le nombre

réel positif |z| = va? + b2
Reconnaissez-vous ce module ?

e ol & woune b vedewr (t)

Dans le "plan complexe", on représente donc le nombre a + bi par le point (a;b) ou par la fléche
d’origine (0;0) et d’extrémité (a;b), comme ceci :
iR — packc_ fwaginsune .

. A 2=U+3 — 1%\:4««%3*:5

gl 042D

W

I \pos we 2-30 of Jwle o5 = 06

IR ~ parttc reele

4 s i

La norme de z = 4 4 3¢ sur cette illustration vaut 5 et celle de u = 2 — 3¢ vaut v/13. Si nous
voulons tout savoir sur un nombre complexe, la norme ne suffit pas. Si par exemple nous savons
que la norme de z vaut 1, ce nombre peut se trouver n’importe ol sur le cercle centré en 1’origine

et de rayon 1. Pour connaitre z, nous devons encore donner un angle.
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Définition 2.2. Soit z = a + bi un nombre complexe. L’argument de z est 'angle arg(z), calculé

dans le sens trigonométrique, entre le demi-axe réel positif et z.

Exemple 2.3.
— L’argument d’un nombre réel positif vaut O
— Celui d’un nombre réel négatif vaut ¥
— L’argument de 7 vaut Ir

— Celui de 1 + 7 vaut ll‘
Y

On peut donc décrire un nombre complexe de deux fagons. La maniére cartésienne est de
donner ses coordonnées dans le plan complexe. La forme polaire est de donner son module et son

argument.

Proposition 2.4. Soit z = a + bi un nombre complexe, r = |z| son module et ¢ = arg(z) son
argument. Alors z =r(cos¢ +ising). T c,i_s 4)

Démonstration.

%1' oS 47 4+ 18twvn d> Se “‘rouw-:. Suw lf, w,a\,g, }'ﬁamomat;qu

Pu;;aqm ‘%:'\ .:J;,osz 42 + &th 4) = 4

Sow ey wenk vaut ¢
?ou’ 5@\@ 2=V ((-05 d’ +f$(vn¢) 0. Aam& \e m}‘,m Mawmwt

-&\' Sown wwciMlL Vtwv" r.
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Comment se traduit 'opération de produit dans le plan complexe? Prenons deux nombres
complexes z = r(cos ¢ + isin @) et w = s(cos) + isiny). Calculons le produit
z+-w=r(cos¢+ising) - s(cosy) +isint) = rs(coSp + isin ¢)(cos + isin ),
—
ou nous avons utilisé la commutativité et ’associativité du produit. Développons maintenant

D)

Que reconnaissons-nous immeédiatement ? La partie réelle et la partie imaginaire sont identifiables

z - w = rs(cos ¢ cos ) — sin ¢ sin 1, + (cos ¢ sin 1 + sin ¢ cos )i)

comme le cosinus et le sinus de la somme des angles grace aux formules d’addition du sinus et du
cosinus! Par conséquent,
z-w=rs(cos(¢+ 1) +isin(e+1)).

Nous venons de démontrer que le module du produit de deux nombres complexes est le produit

des modules et 'argument du produit est la somme des arguments.

Théoréme 2.5. Considérons deux nombres complexes z et w. Alors
a) |zw| = |z[|w] ;

b) arg(zw) = arg(z) + arg(w).

Exemple 2.6. Calculons le produit de 1 +17 et —1 — 1.

(441)(-4-1,) = (-'l+/1) r(-1-4)1 = -2
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3 Résolution d’équations

L’une des raisons d’introduire les nombres complexes est d’ajouter des solutions "imaginaires"
a léquation 22 4+ 1 = 0. Qu’en est-il des autres équations quadratiques ? Et les équations de degré

supérieur ?

Théoréme 3.1. Tout polynome de degré 2 a coefficients réels peut étre décomposé
az® + br +c = a(zx —r)(x — s),

|

ou r et s sont des racines complezes. c,onluuawém .

Démonstration. C’est la formule du trindme qui nous donne la valeur des racines r et s. En effet
—b+ VA

I’expression e n’a pas toujours un sens dans R, mais lorsqu’on travaille dans C et que A
a

négatif, il faut lire VA = \/|Ali. O

Exemple 3.2. Considérons le polynéme x? — 4x + 20. 2

A= (C0-4-20 = 64 = (8)
= %eroso\u- po\:)m,w.& 50\,\[' ll'"—'8f - 2+ &

b xT-lyy o = (x 2- u,)(x 2+Li>

— Lorsque nous ne connaissions que les nombres naturels, I’expression x + 1 = 0 n’avait pas
de solution. Il nous a fallu découvrir les nombres entiers relatifs pour résoudre ce probléme.
— A ce moment, 'équation 2z — 3 = 0 n’avait pas de solution et nous avons construit les
nombres rationnels.
— Cela n’était toujours pas suffisant puisque I’équation 2> — 2 = 0 n’a pas de solution ration-
nelle et nous avons décidé de travailler avec les nombres réels.
On pourrait donc penser qu’en introduisant la racine carrée de —1, nous avons trouvé un moyen de

résoudre toutes les équations quadratiques. Mais qu’en est-il des autres équations ? Une propriété
absolument remarquable est qu’on peut s’arréter ici. dw.vu I ex *’Ulbbt ou duy w..\&wvt)lu de V\O"‘-Lm_

Théoréme 3.3. Théoréme fondamental de 1’algébre (Gauss, 1800).
Tout polynome p(x) de degré n > 1 admet au moins une racine complexe. Par conséquent, il existe

des racines ry,...,r, dans C telles que p(z) = a(x —ri)(x — 1) ... (x — 7).
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Nous ne démontrerons pas ce théoréme parce que la démonstration dépasse le cadre de ce cours.
Mais ot vivent les coefficients de p(z) ?

IIs peuvent étre dans R, mais le résultat est encore vrai pour un polynéme p(z) € Clz|. On dit que
le corps C est algébriquement clos.

Exemple 3.4. Décomposons le polynome z° — 1. @m roiu.»l‘ &L Faul-u.w CLL &Lﬁvf_ 4_
Soh o (D (e xt) ok apeds !

4o & x =4
OVI a..wwws\r Yrower Les § muine tiwgquicme de 4 doms €.
EV) @o'\,vwe, po‘ou:vc &Mu So[wl'to»\ 3 Eau.\' (w.f 47 + 13w d))

On vt done visoudre <y\ (u,$ é +l$fwd)>> _ 4
(~ Y (C-9~5 (Sé)-l- I.stvx(ScP)) A+ 0O¢

o SoA o ees(s9) =t o sm(54) =0

= vc:=4 4 5b= 2RT ez

= r=4 3“:2,, &W'\w:

b= kT ;;_’ u;l-seh:h.u; Z..,Zf:u
fso» @, = O > } ( %E g Cos “Wd:x b4
bl ¢, j’s:': " g 2, = 25 o ;=2
_ . um ¢

::d i: 4;2 gr\' 25
.VzQ—»cb AL .&th'ng')dD:w“‘-Z"

Pour termmer n<§1$ retrouvons nos amis mathématiciens du 16éme siécle et la raison qui les a
poussés a considérer les racines de nombres négatifs. i = 25

_ 4 éfr) Aas 8T
= xs_,4_: (x-l)(x_A s 2_'3_'1‘)(;( Aus‘%ﬂ')(xa-:s (x s s
OV\ V\.o‘\'b ‘\‘M’ fo(unow\t de

ve L a
G oY) < xt ok o 2t Dxtotanltf) 41

n.u,l.-l
prwvu.c. Z, = ?.-,s ) 2.+ &g = Z-Re.(tz) = 25\'%(2"_5_1?) .e,{- 2, % =22,§$._._,,?_z]=__4 pe—
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Exemple 3.5. Cardano trouva un moyen de ramener la résolution de toute équation cubique en

une équation de la forme 2 + bx + ¢ = 0. Tartaglia savait résoudre une telle équation a 'aide de

8l o« 2 b s ¢ b
=V VTt T 1 ot

Que se passe-t-il si on utilise cette formule pour résoudre z* — 15z — 4 = 0?7 Bombelli remarque

sa formule (secréte) :

qu’on trouve comme solution

o4, /4_2+ (-15)° , of4 /4—2+ (—15)3
2 4 27 2 4 27

et en simplifiant I’écriture :

Il semble donc qu’il n’y a pas de solution réelle a cette équation puisque la formule de Tartaglia
fait intervenir des racines de nombres réels négatifs... Mais Bombelli soupconne que I’équation a

une solution réelle. Il persévere et se rend compte que si v/—1 est un nombre qui a un sens, alors

(2++/—1)° _23+3 22V/—1+3-2(V-1)2*+ (V=123 =8+4+12/-1-6 —vV/—-1=2+11V/-1.
et (e-vI)t: ... .. = Qb=

C’est ce qui apparait sous la premiére racine cubique! Par conséquent, la solution est (24 +/—1) +
(2 — +/—1) = 4. En conclusion, il faut utiliser les nombres imaginaires méme pour résoudre des

équations qui ont des solutions réelles!



