Exercices de physique générale I — Sections CGC

Corrigé Série 10 : Gyroscope, rotation des solides

Questions conceptuelles

a)

En vol horizontal, I’hélice a un moment cinétique L dirigé dans le sens du mouvement de
l'avion (voir figure). Pour tourner a gauche, le pilote imprime & ’avion un mouvement de
rotation. En manceuvrant la dérive, il applique une force F' et celle-ci impose sur I'hélice

un moment M = O?’ A I, orienté vers le haut. D’apres le théoréme du moment cinétique
df.
dt

AL est colinéaire au moment exercé, et s’oriente vers le haut dans ce cas. Ainsi, si le pilote
ne compense pas, ’avion aura tendance a monter lors d’un virage a gauche.

= M, on détermine AL = MA¢. Ceci implique que la variation du moment cinétique

virage a gauche

Lorsque la toupie est penchée, elle roule sur le sol. Les frottements au point de contact
O induisent une force ﬁc qui s’oppose au mouvement de rotation (ralentissement de la
rotation par dissipation d’énergie). La force F. est donc dans le plan du sol, colinéaire au
mouvement de translation de la toupie.

L’évolution du moment cinétique ([_: = I&) est donnée par le théoréme du moment ciné-
tique appliqué au centre de masse G :

dLa

- = jet = GOANE. + GOAN . (1)

Le moment exercé par la pesanteur en G est nul car G? Amg = 0.

i) On observe que la variation du moment cinétique a une composante due au moment de
la force de soutien IN. Ce moment est paralléle & F, et est responsable de la précession

de la toupie : I'axe de rotation de la toupie va tourner autour de la direction de la
force N.

ii) Une autre composante de la variation du moment cinétique est colinéaire au moment
exercé par la force de frottement F_’;, et qui tend & aligner L avec la verticale : la toupie
se redresse (voir figure). En position verticale, la toupie n’a plus de mouvement de
translation (le centre de masse est devenu immobile). Les frottements n’exercent plus
aucun moment en dehors de D'axe : lorientation de L ne varie plus : la position est
stable.



1 Roue sur axe incliné

a) En considérant I'axe OA comme un solide de vitesse angulaire ﬁ, la vitesse du point A
peut s’exprimer & partir de la vitesse du point O comme

17A:17o+QAO—1>4:Q/\O—1>4, (2)

ou l'on a utilisé le fait que le point O est fixe, et a donc une vitesse nulle.

La rotation propre de la roue se fait autour de 'axe OA avec une vitesse angulaire &
paralléle au vecteur 1@ Par contre la roue est également entrainée par le mouvement de
rotation de son axe, donné par le vecteur () vertical. La roue est ainsi un solide de vitesse
angulaire totale & + Q). Comme le roulement est sans glissement, le point C' de la roue en
contact avec le sol a une vitesse nulle. La vitesse du centre A de la roue peut s’exprimer
a partir de la vitesse de son point C' comme

Tn=To+ (G + D) ANCA= (G +3)ACA. (3)



Note 1 :

Note 2 :

En égalisant les expressions et pour ¥4, on obtient
GNOA= (G +NANCA=GNCA+GACA = GAOA—CA =5ACA,

c’est-a-dire

GACA=GAOC. (4)

— . . ~ —
Les vecteurs (2 et O(% sont perpendiculaires, de méme que les vecteurs & et C'A. Comme
tous sont dans un méme plan vertical contenant 1’axe de la roue, les produits vectoriels
sont dirigés selon un axe horizontal é, perpendiculaire a ce plan. L’expression devient

ainsi
wRé¢ = Q\/ d? + R2é¢ s

—
ou l'on a utilisé le fait que le vecteur O? est de longueur v/d? + R? et le vecteur C'A de
longueur R. La vitesse angulaire w vaut donc

V& + R? 02
QT+:Q L+ 55 (5)

w =

L’expression implique que le sens du vecteur & pointe de A vers O.

Le plan tangent commun & la roue et au sol au point C est le sol lui-méme. La vitesse
angulaire de roulement w) de la roue est donc la composante parallele au sol du vecteur

Q + . Comme le vecteur € est vertical, on a

4 _nd
VET R R

La vitesse angulaire de pivotement w, de la roue est la composante perpendiculaire au sol
du vecteur €2 4 &, donc

w|| = w cos (O?, O_1>4) =w

— R
—Q—wsin (0C,04) =Q—w—"r —Q—Q=0.
Wy = —wsin( R N

Le vecteur vitesse angulaire totale de la roue,
cUtot :Q—i-(ﬂ:u_f” +(DJ_,
est donc horizontal.

On peut aussi considérer la roue et ’axe comme un seul solide de vitesse angulaire O+a.
Dans ce cas, on doit remplacer O par Q + & dans I’équation , ce qui ne change rien
puisque & est anti-paralléle au vecteur OA. Par contre, on peut réaliser que ce solide a
deux points de vitesse nulle, O et C. L’axe instantané de rotation est donc la droite OC),
ce qui signifie que O + & doit étre horizontal.

Il est possible de résoudre cet exercice de facon totalement vectorielle. En effet, en
multipliant I’équation (4) par le vecteur CA on obtient

(ﬁl/\(*A(ﬁl) = (ﬁm(ﬁ/\@)
(F-(ﬁ)@—((ﬂ-@ CA = (ﬁ-@)ﬁ—((ﬂ-ﬁ)(ﬁ
()3 —(0)CA = (=R*) G~ (9Reos (0C,04)) OC

R’ = —R*)—QRdé,,

N



ou ¢, est un vecteur unitaire dans la direction de O(% La vitesse angulaire de rotation
propre de la roue vaut ainsi

~ d
W=—0— QE €p
et sa norme est bien donnée par ’équation . Le vecteur vitesse angulaire totale de la
roue vaut

~ d
L’Utot:dj—i_Q:_QEépa

d’ou il est évident que la vitesse angulaire de pivotement de la roue (composante verticale
de Wiot) est nulle et que la vitesse de roulement (composante horizontale) a une norme

de Qd/R.
Jtor = 2+ &
-
W

2 Equilibre stable

Pour des raisons de symétrie, le centre de masse GG du solide se trouvera quelque part sur ’axe
passant par le centre de la demi-boule et le sommet du cone, soit a l'intérieur du cone soit a
I'intérieur de la demi-boule. Quand le solide est en position verticale, le moment de la force
de pesanteur P par rapport a l’axe instantané de rotation (qui passe par le point de contact
(') sera nul :

Me=CGAP=0. (6)
On obtient ce résultat quelque soit la position du centre de masse sur l'axe du solide. La
position verticale est donc une position d’équilibre (voir figure). Si le solide sort de cette

position d’équilibre, le moment M sera orienté dans des directions opposées selon la position
du centre de masse :

— Si le centre de masse du solide se trouve a l'intérieur de la demi-boule, C@ A P "sort"
du plan du dessin et le moment M redresse le solide.

— Si le centre de masse du solide se trouve a l'intérieur du cone, C@ A P "rentre" dans le
plan du dessin et le moment My fait tomber le solide.

Dans le cas limite ou le centre dg masse se trouverait en O, donc sur la surface de séparation
entre le cone et la demi-boule, M est toujours nul. L’équilibre sera donc stable si le centre
de masse du solide se trouve a l'intérieur de la demi-boule ou en O.



On a déja remarqué que pour des raisons de symétrie, le centre de masse se trouvera quelque
part sur l'axe vertical z. On peut donc se limiter a calculer la composante de 7 selon z :

1 1 1
¢ M solide @ dm MC + Mb |:/06ne sam /demi—b. : m:| Mc + Mb [ e * bZGb]
(7)
1 thR* b 27R® 3R 1 TRy wRYp
iZGZM—}—M P 3 Z_'O 5% :M—I—M Bila 1 , (8)
¢ b —— c b
MC Mb

i — R
puisque tan o = 7.

Pour que le centre de masse du solide se trouve a I'intérieur de la demi-boule ou en O, il faut
que zg < 0 et donc que la partie entre parenthése dans I'équation soit négative ou nulle :

4 4
TR*p _7TRp<O N 1 <

1 1
1 tanQOzzg = a>30° (9

12tan? o 4 — 12 tan? o




3
a)

Piston et Bielle

Un point P quelconque de la barre AB est repéré par sa
distance h au point A. Dans un repére cartésien (e, e,),
la position OP de P est donnée par,

OP =hsinae, + (RCOSQ+ (L— h) cosoz)ey . (10)

La vitesse Vp est obtenue par dérivation de OP par
rapport au temps, i.e.

Vp=hdacosae, — (RH sind + (L — h) & sinoz)ey :
(11)
De maniére similaire, la position O A et la vitesse V 4 du

point A (i.e. h = 0) sont respectivement exprimés dans
un repeére cartésien comme,

OA = (RCOSG—i—L cosa)ey , (12)
VA:—<R9 sinf + L& sina)ey. (13)
Les expressions des vitesses et sont liées par

Vp=Vs+ha(cosae, +sinae,) . (14)

D’autre part,
& x AP =de, X h(sinae, — cosae,) = ha(cosae, +sinae,) .
Les équations et impliquent que,
Vp=Vis+ax AP .
Les angles 0 et « ne sont pas indépendants. Ils sont liés par
R sinf = L sina
dont la dérivée par rapport au temps vaut,
RO cos® = Lé cosa .
En utilisant la relation , I’équation peut étre mise sous la forme,
Vp=ad {h cosa e, — (L cosa tanf + (L — h) sina)ey}
=ae, X {— (L cosa tanf + (L — h)sinoz)ew —h cosaey}
=a X {— <L cosa tanf + (L — h) sina)ex —h cosaey} =axIP.
Par conséquent,

IP=0OP-0OI=- (L cosa tanf + (L — h)sinoz)em — hcosae, .

6

(15)

(16)

(19)



Finalement, les équations , et (20) impliquent que la position OI du point [ est
de la forme,

OI =0OP — IP = L(sina+cosa tanf) e, + (R cos + L cosa) e,

i 21
=L |(sina + cosa tanf) e, + (Slna+cosa> ey] : (21)
tan 6

Physiquement, le point I représente le centre instantané de rotation.
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