EPFL Lénaic Chizat
Sections MX-SC-CGC 5 décembre 2022

Analyse [ — Série 11
Echauffement. (Asymptotes)

Trouver les asymptotes verticales et horizontales de la fonction f: R* - R, f(z) = T .

Sol.: Une asymptote verticale ne peut exister qu’en un point ou la fonction n’est pas définie, donc
ici potentiellement en x = 0. En effet, on a

1 1
li = lim — = t li = lim — = —o0.
ApI@=lpg e o plw=lp g s

Donc f a une asymptote verticale en x = 0.

Une asymptote horizontale (si elle eziste) est caractérisée par les limites de f a Uinfini (positif ou
négatif). Ici on a

1 1
lim f(z) = lim — =0 et lim f(z)= lim —=0

T—00 T—00 T——00 T——00 I’
si bien que [ a une asymptote horizontale en y = 0. Le graphe de f est donné d la Fig. [1]
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FIGURE 1 —

Exercice 1. (Points stationnaires et extremums)

Trouver les extremums locaux de la fonction f ainsi que le maximum et le minimum dans 'intervalle
donné :

a) f(z) =a%—|w+ 3| +1 sur[-1,1] b) flz) = (x—1)2—2[2— x| sur ]2,3]
Sol.:

a) Avant de calculer ses dérivées, on récrit f en distinguant les deuz cas. On a

f(x):{x2+x+i7 )
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_ 2_p_ 35 r—2) (v +1 3
fi(zo) = lim —f(m) f(xo) = lim T —10 = lim ( 4) (1 4) = ——
z—zoT T — T -1t T+ PR x4+ 2
) 3 1
, f(&) = f(xo) etrd o (e (eHd) 1
fg(xo) = lim = 1 T = lim - =
T—xo T — X wﬁ,%* T+ 1 1‘*)7%7 T+ 1 2

et donc f n’est pas dérivable en ce point. De plus f"(x) =2 pour tout x € }—1, —i[u}—f, 1{.

Les extremums locaux et absolus sont donc parmi les points suivants :

(a) Points stationnaires : f'(x) =0 = 21 =—% ou xo=3. Comme f"(z1) = f"(x2) >0,
xy et xy sont des minimums locauz. On a f(z1) =1 et f(xs) = 3.

(b) Points ou f' n'existe pas : Le seul point a4 examiner est xo = —i pour lequel on a fi(zg) =

—3 et fi(xo) =3 (cf ci-dessus). On déduit alors des signes de ces dérivées unilatérales

2
: _ 17
que o est un mazimum local. On a f(xo) = 3§ -

(¢) Extrémités du domaine de f : Comme f est continue sur [—1,1], on déduit des signes de

I’ au voisinage des extrémités (négatif vers —1 et positif vers 1) que f a des mazimums
locauz ena=—1etb=1. Ona f(a)=2 et f(b)=2

4 4-
mazimum global en x = —1, f(-1)=2 '
(a), (b), (¢) = o . ) ) 4 (cf. Fig.
minimum global en x =35, f (§> =3
b) Comme 2 —x < 0 pour tout x €12,3[=: I, il ne faut pas distinguer deux cas pour f. On a en

effet
f@)=(—-12*+22—-2)=2>—4x+5 et f'(x)=2(x—2) pourtoutxc I
Les extremums locaux et globauz se trouvent de nouveau parmi les points suivants :
(a) Points stationnaires : f'(x) # 0 pour tout x € I, donc aucun.
(b) Points ot f" n'existe pas : f' existe sur tout I, donc aucun.
(¢) Extrémités du domaine de f : Le domaine I est un intervalle ouvert et n’a donc pas
d’extrémités.
Ainsi la fonction f ne posséde ni d’extremum local ni absolu sur I (cf. Fig. @)
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Remarque de vocabulaire : extremums et extrema sont deux formes admises pour le pluriel de extre-
mum (la remarque s’applique & d’autres termes en -um).

Exercice 2. (Etude de fonctions)
En suivant point par point la méthode vue dans I’exemple du cours, étudier les fonctions suivantes et

esquisser leurs graphes (points stationnaires, extremums, convexité, points d’inflexion, asymptotes) :
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a) f(z) =

Sol.:

T 32 —x 2 —2r—1 1
—— ¢

2 -1 b)f($):2a:—1 x

Voir fiche de corrigé annexe sur le Moodle.

Exercice 3. (V/F : Etude de fonctions)

Soit f: R — R une fonction continue sur [a,b] C D(f), a < b, et dérivable sur ]a,b[. Dire si les
affirmations suivantes sont vraies ou fausses. Justifier votre réponse.

a)
b)

c)

Sol.:

a)

b)

V F
Si f est convexe sur [a, b], alors f’ est croissante sur |a, b|. O d
Si f est deux fois dérivable sur |a, b] et admet un point d’inflexion en xy €]a, b[, alors f’ admet
un point stationnaire en xy. 0 O
Si la tangente au point (c, f (c)) avec ¢ € |a, b| est horizontale, alors f admet un extremum en
c. O O
VRAL
Soient x1,x9 € |a,b| tels que 1 < xo. Comme [ est dérivable sur ]a,b], on a
, , fm A Me ) = f@) (et (1= M) — f(a)
fi(x1) = fi(z1) = lim = lim
AS0+ Az — 1) A0+ Az — 1)
< lim Af(@2) + (1 =N f(z1) — flzn) _ f(x2) — f(x1)
T A0t )\(.%'2 — ZL’l) To — T1 ’

ot l'inégalité vient de la convezité de f et du fait que A\(xe — x1) > 0. De méme on a (noter
que 1 — 19 < 0)

) A 1 — Ty — ) /\ZL‘l 1—A o | — i)
J'(w2) = fylwa) = /\lggle f( - )(\(xl - 3332 & B /\lirgh f( +)(\(;E1 —>x2)> il
> lim M (@) + (1 = A)f(z2) — f(z2) _ f(x1) — f(22) _ f(x2) — f(x1)
S0t Axy — 1) Ty — To Ty — X1 ’

ot le signe de ['inéqgalité est inversé parce que le dénominateur est négatif. Ainsi on a

f(x2) — f(z1)

To — T

f(21) < < f'(w9),

c.-a-d. f' est croissante.

Remarque : En cours, on a vu que si f est dérivable sur [a,b] et f' est croissante sur |a,b]
alors f est conveze sur [a,b]. Il s’agit, a quelques détails prés, de la réciproque du résultat que
I’on vient de montrer. En fait, si f est dérivable sur un intervalle I, on a le résultat suivant :
f est convexe si et seulement si f' est croissante sur I.

VRAL
Par le théoréme sur les points d’inflexion, on sait que f"(xq) = 0. Donc si on pose g = f’, on
a g'(xg) =0 ce qui veut dire que g = [’ admet un point stationnaire en x.



¢) FAUX.

Prendre par exemple f: [—1,1] — R définie par f(x) = x3. Alors f a une tangente horizontale
en ¢ =0 car f'(0) = 0 mais elle n'admet pas d’extremum en ce point car pour tout € >0 on

a f(—e)= -3 < f(0)=0<¢e= f(e).

Exercice 4. (Développements limités)
Déterminer le développement limité d’ordre 3 de f autour de a = 0 et donner le reste R3(x).

a) f(x) = sin(3a) b) f(x) = Log(2 + )

Sol.: Le développement limité d’ordre 3 autour du point a d’'une fonction f est donné par la formule
de Taylor

la 2 a " a
1) = fa) + D0y D0 o oy ElD 0y sy,
\ ) . . . . .
ou Rs(z) = o (x —a)* pour un certain u entre a et x, ce qui veul dire que u € |a, x| six > a

et que u € |z, af siz < a, cf cours.

a) On calcule les dérivées de f :
f'(x) =3cos(3z), f"(z)=—9sin(3z), f"(z)=—27cos(3z), fW(x)=81sin(3z)
floy=o0,  f(0)=3,  fl(0)=0,  f(0)=-27.

Donc le développement limité de f d’ordre 3 autour de 0 est

2 2
f(z) =sin(3z) =0+ 32 +0-2° — —7:(:3 + R3(z) = 3z — —73:3 + R3(x) = 3z — gaz3 + R3(x),

3! 3!
81sin(3 27sin(3
avec Rs(z) = 81411'(u) rt= Slg(u) xt pour un certain u entre 0 et x.
b) On calcule
1 1 2 6
’ _ 17 _ _ " _ (4) - _
F@) =537 F@ =gy 0= g 0 -~
1 1 1
f(0) =Log(2),  f(0)=5,  f(O)=—7  f0)=
2 4 4
Ainsi, le développement limité de f d’ordre 3 autour de 0 est
11, 1.,
f(xz) = Log(2 + z) = Log(2) + ST g8 Tt Rs(z)
R3(z) 0 4 ! 4 tai tre 0 et
avec r)=—————a"=—————2a" pour un certain u entre 0 et x.
3 412 + )t A2rup’ P
Exercice 5. (Composition de développements limités)
Trouver le développement limité d’ordre n autour de a = 0 de
2) f(z) = Log(cos(z)), n—4 b) f(2) = exp(sin(z)), n—4
c) f(x) =4/1+sin(z), n=3
Sol.:



a) On a vu au cours que f(u) = Log(l + u) admet le développement limité suivant autour de

u=20 :
2
Log(l +u) = u — I + u’e(u).

2 ot

Ici 14+ u = cos(x), donc u=cos(z)—1= ] + a + x'e(z) . On obtient donc

Log(cos(z)) = (_:z: +Z 4 3545(x)> — ; ( 4y x45($)> +azte(r)

21 " 4l 204l
:%4—1:45(:0)
1 1
= —551:2 - ExA + zte(x).

Notez bien que comme on demande le développement limité d’ordre 4, toutes les puissances
supérieures vont dans le reste x*e(x) et ne doivent donc pas étre calculées explicitement.

b) On utilise les développements limités d’ordre 3 autour de a =0 de la fonction exponentielle et
du sinus qui sont valables pour tout x € R :

2 g3 3
633:14—37—0—54-?4—14—1'48(1’) et sin(r) = r — = + 2's(z).
Ainsi

exp(sin(z)) =1+ (x — % + x45(x)> + ; (x - % + x45(x)> + = (m — % + x45(x)>

24 6

3 1 4 1 1
:1+<x—%>—|—2<x2—z>—l—6x3—l—24x4+m4s(x)
2 4

=1+x+%~ig+x%@y

+ 1 (az — z? + 3345(:1:)> + a'e(x)

c) Les développements limités d’ordre 3 autour de a = 0 de sin(x) et (1 +y)/? sont

3

. g v v Y s
sm(:c)::c—gjtx&t(a:) et \/1+y:1+§—§+f6+y8(y).
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Exercice 6. (Limites)

En utilisant des développements limités d’ordre convenable autour de 0, calculer les limites sui-
vantes :

) lim xr — "%3 — sin(x) b) lim e* + sin(x) — cos(r) — 2x
z—0 x5 z—0 xr — Log(l + I)

¢) lim x sin(sin(z)) — sin(z)?
z—0 76

Sol.:

1l faut choisir lordre des développements limités tel qu’on puisse éliminer le dénominateur. Comme
on s’intéresse seulement a des limites, il suffit d’exprimer le reste avec la notation (v — a)"e(x), ou

lim e(z)=0.
1. Comme 5 5
sin(z) =z — % + 1:670 + 2%¢(x)
on a ,
.1 T . , 1 1
};ﬁ%ﬁ <x e Sm(x)) = }jlir(l) (—120 + 5(:1:)) =159
puisque £(x) — 0 quand r — 0.
2. Comme

2 2
em—l—sin(x)—cos(m)—Zm:1+x+%+x—1+%—2x+x25(x):x2+x25(x)

et 2 r
z—Log(l+z)=2—x+ 0 + 2% (z) = 5 + 2%e(w),
on a
lim e’ + sin(z) — cos(z) — 2x ~ lim W — lim }—1—75(90) - 9.
w0 x — Log(1 + ) =0 2 4 g2¢(z) @05 +e(w)

3. Pour le développement limité d’ordre 6 du numérateur, il faut obtenir le développement limité
d’ordre 5 de sin(sin(z)) et celui d’ordre 6 de sin(z)?.

5
o
Comme sin(x) = x — 3 + = + xPe(x), il suit que

3 5

sin(x)®  sin(z)
3! 5!

sin(sin(x)) = sin(z) — + sin(x)%(sin(x) ), (1)

=z%¢(x)

ot le remplacement de sin(x)%(sin(x)) par x°e(x) s’explique comme suit : Puisque sin(0) = 0

et ilgl(l) e(z) =0, on a :ltig%)&t(sin(x)) =0 et donc e(sin(:c)) se comporte comme €(x). Ensuite,

Sn@) st borné autour de 0 si bien que sin(x)%e(z) = Sinx(if)sx%(:v) se comporte comme z°¢(x).

Pour les puissances de sin(z) on a

3 af 2 xt 228
sin(z)? = (93 % + 120 + SL‘6€(:B)> =2 — 3 + 5 + 2% (),

4 3 5 5
sin(r)® = <x2 % + x55(x)> <x - % + %O + x5€(a:)> =’ - % + z°¢(),
x

sin(z)’ = <x2 34 + x55(x)> <x3 - 9;5 + :1:'56(:1/,')) = 2% + 2% (a),



ot on a calculé le développement limité d’ordre 6 de sin(x)? juste a cause du deuzieme terme du
numérateur de la limite demandée. Pour les autres puissances le développement limité d’ordre

5 suffit.

Ainsi on obtient

sin(sin(z)) = = — 9;3 + f;o - é (:cS - x;) + 1250 + 2% (z)
:x—a;%—:f;%—x‘:’s(x)
et finalement
;%“mm@fﬂmy=gﬁﬂf—f+ﬁ—2+§—ﬁ¥fwﬁ
= :}:lg(l) (118 + x65(x)> = 118 )

Remarque : On peut aussi directement emboiter les développements limités du sinus sans passer
par l’équation . On aurait alors

sin(sin(z)) = (x —~ f; LT x55(91:)> ! (x — f P x55(:v>>3

1
120
x? x° 1(, 32° 1 5
x_61m>_6G__6>+KMx+xd@
2P 5
—x—§+T0+x e(x).
Exercice 7. (Développement limité en a # 0)
Calculer le développement limité d’ordre 4 autour de a = % de la fonction
1
J(x) = 1+ cos(z)

Aide pour commencer : Introduire la variable y := x — 7 /3, puis utiliser de la trigonométrie et des
DL connus pour calculer le DL de cos(z)

Sol.: Remarque préliminaire : L’idée n’est pas de dériver la fonction donnée (si vous le faites vous
verrez pourquoi. . .) mais de se baser sur des développements limités (DL) autour de 0 qui sont bien
CONNUS.

Pour trouver le DL de cos(x) autour de a = %, on introduit la variable auziliaire y := v — 3. Ainsi

on a
™

cos(x) = cos (y + 73T> = cos(y) COS<3> — sin(y) sin() = —cos(y) — — sin(y) .



™

Commez =% < y=0, on peut utiliser les DL de cos(y) et sin(y) autour de y = 0 pour obtenir

cos(z) = L (1 - y; + yj‘l + y45(y)> _ V3 (y i y4€(y)>

2 2 2 6
1 V3 1 V3 o, 1,
-y —= — — . 2
5 1 TR Yt +yte(y) (2)

2 48

y: +

On pose u = cos(x). Il faut alors trouver le DL de (1 4+ u)™' autour de u = cos(g) =

introduisant v := u — %, on peut récrire

27
L 1 1
1+u_1+v+%_%+v_

N

1
1+2v’

2
3

Pour le dernier terme, on utilise le DL 14%:1: =1—x+a2?— 23+ 2+ 2'e(x) autour dex =0 :

1 2 2 2 2 2 3 2 4 4
1+u:3(1—<3v)—|—(3v) —(20)" + (20) —i—ve(v)). (3)

Deondéduz't
2 9 N 2 N 2/ V3 1 V3 4
v_(u—)_3<cos(a:)—>—3<2y—4y+12y+48y+y5(3/)>
V3 V3 4

:—?y 6y +T8y —i-ﬁy + y'e(y)

1 2 V3 1 V3 1
S I TP I e P S At S T
1+ cos(@) 3[ ( 3V TR TRy “”(y))

1
-3 yt + y4€(y)>

[
— (—9 v -yt ty €(y)> + (; y' o+ y4€(y)> + y4€(y)]

et donc

1 2

T+cos(@) 3 "8 9 o

T () (S50 )

En remplagant finalement y = x — % on obtient

T L ST G RE ] GRS Y R

Exercice 8. (V/F : Limites de quotients)
Soient f,g: R — R des fonctions dérivables sur R avec ¢'(z) # 0 pour tout = € R.

8



a) 81 Jim f(x) = lim gle) = oo, alors lim oy = Jim 5y -
b) Si wh_g)lo g :Eg n’existe pas, alors xh_}rglo % n’existe pas.
Sol.:
a) FAUX.
Prendre par exemple f(x) = x+sin(x) et g(x) = x. Dans ce cas on a lim % = lim (1 + %) =
1 mais g:gg = 1+ cos(x) n'admet pas de limite a linfini (et donc la derniére hypothése de
Bernoulli-I’Hospital n’est pas satisfaite).

b) FAUX.
Prendre les fonctions de la question précédente.
Remarque : Dans ce cas particulier (puisque lim flz) = lim g(x) = o00), laffirmation est
en quelque sorte une réciproque de Bernoulli-I’Hospital qui est, comme en cours, en général
fausse.

Exercice 9. (QCM : Prolongement par continuité)

Pour x € R, on considere la fonction

fla) = — pour x # 0,

sin(cos(z)—1)—cos(sin(z))+1
c pour z = 0.
Pour quelle valeur de ¢ € R, la fonction f est-elle continue en z =07

0 —
U

U
UJ

= O
D=

=

Sol. :

Vu que sin(x) = v — %

52 4+ a%e(x) et cos(x) =1 — ga? + gat + a'e(x), on a

1 1 1 1
sin(cos(z) — 1) = sin (—x2 + —z* + 3345(3:)) = ——2? + —at + 2t (a),

2 24 2 24
1 1 21 1 1 1
1 — cos(sin(z)) = 5 (x - 3|x3> — Ex‘l + a'e(z) = 5952 — 6x4 — ﬁx‘l + zte(x).

On obtient

lim (sin(cos(z) — 1)) + 1 — cos(sin(z))

et donc ¢ = —1/6.
Exercice 10. (QCM : Calcul d’une limite)

iy (¢ (cos(¢7) - 1)

La limite

est égale a

0 4+ 0 —
O o 0 e?



Sol. :

On a cos(z) =1 — 2a? + 2%e(z) et donc

1 1
e (cos(e_z%) - 1) = e <—2(e_z12)2 + (e_le)Qe(e_zl?)> =3 + 2Pe(x)
avec p > 0 arbitraire car lim,_,q J%pe_l/ @ — (voir les “croissances comparées” vues en cours) et
donc 1
2 1
] z2 T 22) — = ——
91612% e: (cos(e ) 1) 5
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