=PFL
Moment cinétique d’un solide

= Par rapport a un point A appartenant au solide
La=Y APoAmaia =3 APo Am, (m +c3/\A_Pa>
= AGANMTa+ Y maAP, A (Q A A?a)

= AG A Ms+ Y ma [APO% P (A?Da - cs) A?a}

/

Zero si A=G ou
vitesse de A nulle

= Par rapport a un point quelconque, utiliser le théoreme de transfert
= sile solide est continu, il faut remplacer les sommes par des intégrales
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=Pr-L
Tenseur d’inertie

Moment cinétique par rapport au centre de masse G :
Le=Y ma [GP§ pp (G??a w) G“Pa}
En coordonnées cartésiennes, dans un repéere orthonormé quelconque
LG,z’ = Za mMeq GPO%wi - (Zj GPajwj) Gpoﬂ':|
= YaMa |22 GPL0iw; — (GPajw)) GPM}
— Za,j ™ma [GPO%CSZ] — (GPaj) (Gpaz)] wj
— Za,j (IG)..wj -
X Elements d’une matrice
\ 3x3

. ~ B symeétrique
Lo = Ilaqw définie positive
(vecteur = matrice . vecteur) Tenseur d’inertie au centre

de masse
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=Pr-L
Tenseur d’inertie

Par rapport a un point A appartenant au solide:
— Tenseur d’inertie au point A

— — ~ 4
La=AGANMvUA+ 14 @
Ia) =" ma |APZ; — (AP, (AP.),]
(1a), =2  — (AP.); (AP),
Moment d’inertie /A par rapport a un axe fixe A quelconque de direction
passant par un point C fixe: §; — &/ w

Le ) )
:—-A: I .A).A: (I ) A.A.

2]

axe A

TN

Moment d’inertie I, par rapport a I’axe k du repére:

ﬁzék —> U4 :5ikz — Ik ZZ(jc) d,,kcijk = (ic)kk

. 1)
(2¥]

Les éléments diagonaux de la matrice représentant le
tenseur d’inertie au point C sont les moments d’inertie par
rapport aux axes du repere choisi au point C
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=PrL
Axes principaux d’inertie

Pour tout point C d’un solide, il est toujours possible de choisir un repere
dans lequel la matrice représentant le tenseur d’inertie soit diagonale

= Théoreme d’algebre linéaire (matrice symétrique-> diagonalisable)
Définitions:
Repeére d’inertie : repere dans lequel la matrice est diagonale
Axes principaux d’inertie  : axes du repere d’inertie

Moments d’inertie principaux : moments par rapport aux axes principaux
(éléments diagonaux dans le repéere d’inertie)

= Dans le repéere d’inertie:

. 3 I 0 O w1 I
LC — IC L0 = 0 IQ 0 w2 — IQCUQ
0 0 I3/ \ws I3ws

= Axe fixe passant par C:

Lo = Iaw < A est un axe principal d’inertie
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PrL
Recherche des axes principaux d’inertie

Il s’agit de diagonaliser la matrice représentant le tenseur d’inertie :

3 Ih—1 I EE!
IC(E:IQ — 121 IQQ—I 123 =0
I3 I3 I33 — 1

= Les trois valeurs propres sont les trois moments d’inertie principaux

= Les trois vecteurs propres unitaires représentent les directions des trois axes
principaux d’inertie

= Pour un solide symétrique:
Tout axe de symétrie passant par C est un axe principal d’inertie au point C

’axe passant par C et perpendiculaire a un plan de symétrie est un axe
principal d’inertie

Tout axe passant par C et perpendiculaire a un axe de symétrie d’ordre
supérieur a trois est un axe principal d’inertie.
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=PrL
Cas particuliers simples

yd
= Parallélépipede rectangle plein
I = 1_12M (b2 i (32) “Toupie asymétrique”
I, = Lwm (a2 4+ 02) seulement 3 axes
2 112 5 5 principaux passant par
I; = LMV +d?) G
= Cylindre
Plein [{ = [, = In = %MRQ + LML?
13 — §MR2
Vide [y =, =In = sMR?*+ 5ML?
Is = MR? - . ——
= Sphére Toupie symetrique
2
Pleine [} = Iy =I5 = I = gMR2
2
Vide I1 =1l =1I3=1x= gMR2

“Toupie sphérique”
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Pr-L
Tenseur d’inertie

Comparaison entre la dynamique de rotation et de translation

dﬁ X —
E:Fet avec p= Mg
dL¢ . L
7 E;t avec Lg=1Ig-w

« Le tenseur d’inertie est aux rotations ce que la masse est aux
translations »
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=Pr-L
Exemple de calcul d’un tenseur d’inertie

= Roue modélisée par un anneau mince de rayon R, de masse M :

3 ( ) Zma [GP2 . (Gpa).(GPa)}

2 M 27
= / (R25w xzazj) dm = MRQ(SZ] / x;T;d0
dm =m, roue
: a0 — Rcosf) x9 = Rsinb :1:320
) sMR* 0 0
Ig = 0 sMR* 0
0 0 M R?
= Roue en rotation autour d’un axe quelconque passent par G :
Leg=I¢g -d=1Ig (& +31)
- 1
L M R? <§QJ_+CU||)
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EPFL
Application: équilibrage d’un solide en rotation

= Dans beaucoup de situations, il est nécessaire qu’un solide en rotation soit
équilibré:
Roues de voiture, turbines, hélices, arbres de transmission

= Pour un axe de rotation: A

Solide equilibré statiquement < G € A

Solide equilibré dynamiquement < A est un axe principal
d’inertie

—
L T L —
~ 4 L axe A 2 )

> } >
\_ U \

A 4 hl

Si le solide n’est pas équilibré dynamiquement, le moment cinétique précesse autour de A , et un
moment de force perpendiculaire a A doit étre appliqué pour garder A fixe: vibrations, usure...
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EPFL
Exemple: Roue voilée

= [’axe de rotation fait un angle avec I'axe de symétrie
= On choisi un repere d’inertie en mouvement li€ a la roue

Origine au centre de masse
Axe 3 selon I'axe de la roue

Axe 1 dans le plan défini par I’axe de la roue et I’axe de rotation

Dans le repéere d’inertie:
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=PFL
Exemple: Roue voilée

Moment cinétique
EG = [ wsinfé; + Ijw cos fes

Théoreme du moment cinétique

dL
d—tG =T wsinf (G Aéy) + Ijwcosb (& A é3)
= I wsinf (wcosBéy) + Ijwcos O (—w sin Oéz)
dL y
—dtG — (IJ_ — [H) w2 SiHQCOSQéQ — MG

s

Le moment de forceestnulsi: 6 =0 0= 5 I, =1
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=PFL
Théoreme de Steiner

= Pour un point A quelconque du solide:

(iA)w_ =3 ma :Apg(sij — (AP,), (AP,) J}

a —

= Yo (4 + a0, - (40), + R (146, + (6P|

- ima KAZ?Q + GP. + 240G - G?a) 0ij

— (AG), (AG), — (GP,); (GP.); — (AG), (GP,), — (GP.), (AG),

— Zma [G_Piéij — (GP,), (Gpa)j] + Zma [A_G25ij — (46); (AG)j:

(iA)ij - (ig)ij +M | AG' 6,5 — (AG), (AG) [ — %ﬁ;ﬁﬁéﬁfﬁi‘\’e”e
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=PrL
Exemple: changement d’axe

= Formule de Steiner pour les moments d’inertie: ’0‘ | Ac
axe de direction ( passant par un point quelconque AC ' Ag
axe de direction U passant par le centre de masse G AG &
distance entre les deux axes d

IAC — Z (Ib)z U Uy

3 J
— zjj (I&)ij U + Z M [C_GQUiujéij — (CG)Z' U (CG)j UJ}
1,9 ,J

Inc=Iarc+M [0@2 — (CEY : 7)) 2]

In, = In, + Md?

= Axes principaux d’inertie:

Si AG et CG sont des axes principaux d’inertie au point G, alors AC et CG sont des axes
principaux d’inertie au point C
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