Exercices préparatoires de physique générale I — CGC

Corrigé 12 : dynamique des solides

1 Tenseur d’inertie

Le moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe A passant par un point A du solide
est
In =) mady,

d,, étant la distance de la masse m,, a 'axe A.
Le tenseur d’inertie par rapport a A est quant a lui donné par
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1. Par rapport a l'axe (A, &) :
Lae, =m(d} +d5+d5+ d3) = m(0+b* + h* + b%) = 2mb* + mh?*.

2. Par rapport a l'axe (A4, &,) :

Laz, =m(d} +ds +d5+ d3) = m(b® + 0+ (b* + h?) + 0) = 2mb® + mh®.
3. Par rapport a I'axe (4, &3) :

Tazc, =m(d] +d5+d3 + di) = m(b* + b + b* + b*) = 4mb® .

4. Par rapport a 'axe A = (A, Ps) :
o
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mb?

b? + h?

Ina=m(di+d3+d5+d}) =m(r* + b0+ 0+ ") = (26 + 3h?) .



5. Le tenseur d’inertie du solide par rapport a A est donné par les termes diagonaux

[A,ll = Zma<|yfa‘|2_ralral>
ey

- m<(b2 — B+ (B2 = 0) + (B2 + B2 — b) + (B — 0)>
= m20®+h*) =Ia.

]A,22 = Zma<HFaH2_ra2ra2>
ey

- m<(b2 —0) + (B2 — B2) + (B2 + B2 — 0) + (b* — b2>)
= m20® +h?) = Iag,

IA,33 = ZmOz(”FaHZ_TaSTaS)
ey

- m((bQ—O)+(b2—0)+(b2+h2—h2)+(b2—0)>

= 4mb2 = [A,ég

et non diagonaux
Tpio=1I401 = Zma(—raﬁo&) :m<0—|—0+0—|—0) =0
Typ3 =143 = Z M <—7’a17’a3> = m(O +0+bh+ 0) = mbh

Tao3=1Taze = Zma(—T‘a2Ta3) :m<0+0—|—0+0) =0,

d’ont
] W2+ h* 0 bh
Ia=m 0  2024+h2 0
bh 0 4

Remarque : on vérifie que 'on retrouve bien le moment d’inertie par rapport a
laxe A .
Tan=0-140,

5 étant le vecteur directeur unitaire de A :

SR U
Vb2 +h2\ g
Remarque : lorsque h = 0, les quatre masses sont coplanaires et disposées

symétriquement par rapport a A. Le repere (A, €1, &9, €3) choisi reflete cette symétrie
et le tenseur d’inertie I, est diagonal :

) 2 0 0
Ii=m| 0 20 0
0 0 4p?



2 Energie cinétique d’un ballon roulant sur une table

Suivant le cours, ’énergie cinétique d'un solide de masse m en rotation instantanée autour
d’un point A quelconque du solide est donnée par :
B = it it @A A0+ S
cin—ém'UA—}—mUA'(W/\ )—}—5;(&1( A)ijw]'.
Si A est un axe principal du solide passant par A, et que & est parallele a A, cette relation

devient ) .
Ban = 5mi3 +mils - (@ A AC) + S1aw?,

ou Ia est le moment d’inertie du solide par rapport a A.

1. Ici, le point A est le centre de masse G : ainsi /@ = Cﬁ = 0, et l'axe A est
horizontal et orthogonal a #. Suivant le cours, le moment d’inertie d’une boule

creuse est 5
In = =mR?.
A7 3

D’autre part, la vitesse angulaire & et la vitesse g sont liées par

vg = Rw.

Aza — As — RAG

En effet, si, pendant At, le cylindre Les variations temporelles (dérivées)
tourne d’un angle Af dans le sens
donné par é., il "enroule” sur le sol une

longueur
As = RAO

et le centre de masse du cylindre se
déplace de

Axrg = As = RAO

dans le sens donné par é,.
donnent alors

. A(JUG . A6
A%~ Aty 7 oo T
Il vient donc finalement
1 1 1 12 1 1 5
Eein = §mv(2; + §IAw2 = §mv(2; + ﬁngQwQ = émvé + gmvé = gmvé.

2. Ici, le point A est le point de contact C' : ainsi 0o = 0 (condition de roulement

sans glissement), 1@ = C@ = Re,, et 'axe A est horizontal et orthogonal a
Ug. Connaissant le moment d’inertie d’une boule creuse par rapport a un axe



passant par son centre de masse, on obtient le moment d’inertie par rapport a A
en exploitant le théoreme de Steiner :

2 5

In = =mR?>+mR? = —mR?.

3 3
Comme pour le point (a), la vitesse angulaire est liée a la vitesse du centre de
masse par

vg = Rw.

Il vient donc finalement

1 1 15 5
Ein = §mﬁé+mﬁc-(a_}/\6@)+§lAw2 :0+0+§§mR2 2= Emvé.

Remarquons que la relation entre w et vg s’obtient également de la relation entre
les vitesses de G et de C' (deux points du solide) :

T = o+ @3 ACC =0+ Rwé, .



