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Attendez le début de I’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé recto-verso,
il contient 4 pages, les derniéres pouvant étre vides. Ne pas dégrafer.

e Posez votre carte d’étudiant sur la table.
e Aucun document n’est autorisé.
e [’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant 1’épreuve.
e Pour les questions & choix multiple, on comptera:
+3 points si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
—1 point si la réponse est incorrecte.
e Pour les questions de type vrai-faux, on comptera:
+1 point si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
—1 point si la réponse est incorrecte.
e Utilisez un stylo a encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur blanc

si nécessaire.

e Si une question est erronée, l’enseignant se réserve le droit de I’annuler.
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Question 1:
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Soit la fonction f: [0,2] — R définie par f(z) = sin(2wz) + . Soient p;(z), i = 0,..,3 les polynémes de

Taylor d’ordre 1 de f, en zg =0, 1 = %, To=1et x3 = %, respectivement et P(z) la fonction définie par

morceaux : () e
) pi(@) ze[3,1]

P = p2(z) ve [1,3]

p3(z) z e [3,2]

1) Donner les polynémes p;(x), i =0, .., 3.

2) La fonction P est-elle continue sur [0,2] 7 Si non, trouver les points de discontinuité de P.
2

3) Démontrer que | f(z) — P(z)| < % pout tout z € [0, 2].

Solution : Soit la fonction f:[0,2] — R définie par f(x) = sin(2nzx) + x. Soient p;(x), i = 0,..,3 les
polynomes de Taylor d’ordre 1 de f, en xg =0, 21 = =

5,13 =1etxz= %, respectivement et P(x) la fonction
définie par morceaux :

po(x) T € [0,%[

Pl — p1(z) z€[3,1]
) pa(x)  we [l 5]
p3(z) T € [%,2]

Rappel: Pour f: D — R une fonction continue en x; € D, le polynome de Taylor d’ordre n en x; est
" o olis\iv:)w de b Srie de T/l
Fule) = 30 1) — )" = () e
n=0 S(x) < go (X( (K 7([

(a) On donne explicitement les polynémes p;(x), i = 0,..,3. Le polynéme de Taylor p;(x) d’ordre 1 de
f(z) =sin(2nz) + = en x; est

i) = 3 f(a) (e — o)

= f(@i) + f'(@) (@ — @)
= sin(27z;) + x; + (27w cos(2max;) + 1) (x — ;).

(a) En xo=0:
po(x) = sin(0) + 0 + (2w cos(0) + 1)(x — 0) = (27 + 1)z
(b) Enxy = 3:
p1(z) = sin(w) + = + (2w cos(w) + 1) (z — %)
1 1
—§+(1—27r)(x—§)
(c) En xzo=1:
po(z) =sin(27) + 1 + (2w cos(27) + 1)(z — 1)
=1+ (1+27m)(z—1)
(d) Enxs=3:

. 3 3
p3(x) = sin(37) + 2 + (27 cos(3m) + 1)(x — 5)

=2+ (-m) )
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(b) On remplace les polynémes du point 1 dans la définition de P:

2r+ 1)z si z €0,

1 1 . 1
Plx) s+ —2m)(z—3) six € |3,
14+ (14 27)(z—1) six €|
S4(1-2m)(z—32) siz€[L,2
La fonction P est continue par morceauz (puisque chaque morceau est un polynéome). Il faut donc

vérifier la continuité auzr points x; pour i =1,2,3.

(a) Enxy = 3:
2 1 1
lim P(z) = T #— = lim P(z)
T3~ 2 z—37
Donc P est discontinue en r1 = %
(b) En xze=1:
1 1-2m
li = - 1= 1
S b =gty A= i Pl
Donc P est discontinue en x5 = 1.
_ 3.
(c) En a3 = 5:
2r+1 3
lim P(x) = — = lim P(z
i Pl2) S # 5= lm Pw)

Donc P est discontinue en x3 =

Nlw

Le graphique ci-dessous représente P, en bleu, et f, en noir. On peut voir les 3 points de discontinuité

((iff&u en ri1,xr2,T3.
k

w\

0.5 1 1.5 2

\ C .
—92 1 e L )
- e
) /7(T\""" do ‘“Ylm’ J ‘
(¢) Démontrons que |f(z) — P(z)| < % pout tout x € [0,2]. Par un résultat du cours, on sait que

7@ -l < max (T @y

y€lwi,a]
= max | —27%sin(2my)(z — ;)
y€[z;,x]

<212 (z — ;)

car | — 2w? sin(27y)| est borné par 2mw2.

De plus, sur chaque morceau de P, on a |x — x;| < % On obtient donc bien
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Question 2:

(a) Calculer le développement limité d’ordre 2 de f(z) = arctan (L) autour de z¢ = 1.

Z arctan 1 —I—i—i
1—1—% 4  2n

n>1

(b) Déterminer si la série

converge ou diverge, en justifiant rigoureusement votre réponse.

Solution :

(a) Calculons le développement limité d’ordre 2 de f(x) = arctan(2) autour de zo = 1. Calculons d abord

ses dérivées premiére et deuxiéme:
()(hm()- anan x) (+x

1
fx) = G EEY
(
| et
" _ e \
@) = (22 +1)2 ¢ "((,x\
Rappelons que le développement limité d’ordre 2 de f en xq est - |+ K‘L

2L 0 (z n N/ )
3 (o) el) ol KQ;:em-o

PM M:{“M/on peut écrire

( )
Z R )

ol R est une fonction définie dans un voisinage de xo = 1 et il existe deux constantes § >0 et C' > 0
telles que R(x) < C(x — x0)? pour tout x tel que |x — x| < & (on utilisera cela au point 2).

Calculons ce développement limité pour f(x) = arctan(L):

2 f(k)
sy =3 W1 4 r)
k=0
= arctan(l) — %(x -1)+ %(m —1)? + R(z)
m 1 1 9

i i) = (-2 (x) an b 669 -0

Dans le gmphzque ci-dessous, on peut voir f en noir et le polynome de Taylor de degré 2 en 1,
arctan(l) — (z — 1) + (2 — 1), en bleuw.
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(b) Pour déterminer si la série

Z {arctan( 1 ) T + ! }
— -+ =
1 1—1—5 4 2n

1

converge ou diverge, on va calculer arctan( ) et observer son comportement quand n — co. Rem-

1+4
plagons x par 1 + % au point 1.

1 s 1 1
t = — - — — + R(1+ —).
arcan(l_i_%) 1 +4n2+ (+n)
FEcrivons donc le terme de la somme comme
arctan( ) 7r+1
rctan -4 —
1—1—717 4  2n
1 1
=—+4+R(1+ —).
4n2+ ( +n)

Par le point 1, il existe § > 0 et C > 0 tels que R(x) < C(z — 1)? pour tout = tel que |z — xo| < 4.
Ainsi, sin > 5, |1+ 1 —1| <4, et donc R(14+ 1) < C-L;. Le terme de la somme est donc borné quand
1.
1 1 1
<

L R S 3
1—|—%) 4+2n_4n2+cn2_0n2'

arctan(

Comme la série anl # converge, par le critére de comparaison, on déduit que

Zarctam( ! )—E—i—i
1+ 4 2n

converge aussi.
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Question 3:

AN | 1
Calculer l'intégrale / r+l — da en effectuant le changement de variables u = i .
1/8 T x X

Solution :
Les nouwvelles bornes sont

1/8+1 1
= =4/1 = ——
Uq /3 v14+8=3 pour ry 3

[1/3+1 1
Uy = /1/;: =v1+3=2 pourm:g.

On donne trois approches de résolution. La premiére calcule dx en fonction de du, la deuxiéme du en fonction

de dx et la troisiéme exprime ﬁda: en fonction de du.

(a) On commence par isoler x en fonction de u:

z+1
u =
x
1
su? = |2
x
1
(z)uQ:x—’_ ( car x> 0)
x

srul=z+1
sr?-1)=1

ST =

u?—1°
On calcule la dérivée puis dxz en fonction de du

dx -1 —2u
—=—=2 = ———du.
- W =1)? u =dr 2= 1)2du

On peut maintenant réécrire intégrale

1/8 T z
1

/2 u2—1+1 1 —9u .
= . * U
3 1 ( 1 )2 (U2—1)2
u? —1 u? —1
2
1 2-1 -2

_/ +u (u? — 1) Y

3 1 (u? —1)?

I
Wi Wl Wl b
—
)
\]
|
o
S~—
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(b) On commence par calculer le nouvel élément infinitésimal du et exprimer du en fonction de dx

z+1
z

du

1 1 z—(z+1) 1
der 2 [z11 22 2 [am a2

On peut donc écrire du en fonction de dx:

On peut maintenant réécrire l'intégrale

1/3 3 3
,/IH ! dw— '(—2u)du:/ 2u2du:Euﬂ
2

2

27 — 8)
3(

(c) On commence par calculer le nouvel élément infinitésimal du et exprimer - L dz en fonction de du.

x+1
u =
x
du 1 1 z—(@+1) 1 1 (1) 1 1 (-1
dr 2 [zm1 2 T2 o112 2 w22
xr

On peut donc écrire ﬁdw en fonction de du:

On peut maintenant réécrire l’intégrale

1/3 3 3
\/xH . -(—2u)du:/ 2u2du:§[u3}
2

(27 8)

e



