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"Trois anneaux pour les rois Elfes sous le ciel,

Bcrys> Bsta BdR7

Sept pour les Seigneurs Nains dans leurs demeures de pierre,
Eg,, Ag,, Bo,, I, A, B, A

Neuf pour les Hommes Mortels destinés au trépas,

Qp7 Zp7 Fpa Qpa Fpa Cpa OCpa Z?“’ But

Un pour le Seigneur Ténébreuxr sur son sombre trone
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THEOREME 5.2. La loi de multiplication interne e.@ sur A[X] est associative, commutative et
distributive par rapport a l'addition et fait de (A[X],+,.) un anneau commutatif dont l’element unite
est le monome unitaire de degre 0,

XY = (14,0,--).
Par ailleurs A[X] muni de la multiplication externe (a, P) — a.P fait de A[X]| une A-algebre.
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PROPOSITION 5.6. Soit F(A; A) Uespace des fonctions de A a wvaleurs dans A: L’application
"fonction polynomiale”

P € A[X] s P(e) € F(A; A)

qui a un polynome associe sa fonction polynomiale est un morphisme d’anneaux.
En particulier si P = agX° est un polynome de degree 0 ou —oo < la fonction correspondante
est la fonction constante egale a ag € A

CL()XO(O) = Qg : X ap.

A P — P(o) u.’h"' ran v tve B Lo



No\l)(\‘m : A — AB}

O — (CL/O/ O/.-):Q,Xo
of ha,e,bjﬁvcei ow idudlie A o sous
(TYN VYT A.xo e,f o‘w ow W{Va_

sCu»fQ.Mm‘} ‘o ol ‘kow_ & a.X°
A

-vaf\r& X, ‘wo\ X

]
X = X=(0,1,0,-)



%(P.Q) & P+ dec Q@
' =” |{ 3!1»:} Tae, ASO\:t l‘wllah‘-.
Rw(z N’-St, «IJGQQ— §| Pow Q= Q °025O="9°



JZ%(P GP) éd&z&P -rlz&(? avec "= g0

Aetintecre.
PQR=(cnlso cc(’%‘lc&‘m-;
szO $ n>e,Q¢8P+0Q%;\)
% 1 O

- )
(ﬂespa- Q’ & &
OQ'S deg P dyQ Qg,gq#OA



&\ A l;\\w"bgi— 4.
Yaegp Ctey TN = AgF Q=digh A

_.Sl wﬂo’\f Po.b wj‘rgn. 1Qe,;<q,ste, Q az.-'lsC)_r?
a.a - Oy elo

A !
- QXJ“S d-\ 0 P=qaX



:DQM\I a.j'f O




AR 'PMSJ rzrpjmmfo«oa, e IR

'PC)(B %*“AX* -ra4 A’

P (.>‘ ) = el'w\. Plorh) -P(x*)
h—0 — ll‘-

d-2 a9
= a l-Zo.Lx | TS ’r(cl-])a,;.,x +J°~d>‘



DEFINITION 5.6. Soit
P(X)=aqg. X%+ - 4+ a1.X + ap € A[X]
un polynome a coefficient dans un anneau commutatif A; son polynome derive est le polynome
P(X)=ag(d—1).X" "+ 4 ap kX1 4 4 ay € AX).
Ici on a note
a2.2 = a.24 = az + ay (2 fois), aq.d = aidA =aq+---+aq (d fois)
ou

da=1a+4---+14 (d fois)
est limage de d par le morphisme canonique de 7 vers A.



THEOREME 5.3. La derivation
o . PcAX]|— P € AX]

— est lineaire:
Vae A, P,Q € AlX], (a.P+ Q) =a.P' +@Q

et son noyau contient les polynomes constants.
— wverifie la regle de Leibnitz:

VP,Q € A[X], (P.Q)' =P .Q+ PQ'.
’ | -
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PROPOSITION 5.7. L’anneau A[X] est integre ssi A est integre et on a alors pour tout P,Q €
A[X],
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THEOREME 5.4. Soit Q € K[X] — {0} un polynome non-nul. Pour tout P € K[X] il existe des
polynomes S, R € K[X] uniques verifiant

deg R < degQ et tels que P = Q.5 + R.

DEFINITION 5.7. Les polynomes R et S sont appeles respectivement "reste” et ”quotient” de la
division euclidienne de P par ().
De plus R = 0 si et seulement si Q|P.
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DEFINITION 5.8. Soit
PX)=ag. X +aq_1. X"+ +a1.X +ap

un polynome a coefficient dans K. L’ensemble des racines de P dans K, Racp(K) est l’ensemble
des solution dans K de l’equation P(z) = 0:

Racp(K) ={z € K, P(z) =0x}.

PROPOSITION 5.9. Soit K un corps et P un polynome et z € K, les deux enonces suivants sont
equivalents:

(1) P(z) =0 (ie. z est une racine de P).
(2) Le polynome X — z divise P(X).

;vavez: o P20 clza?>/l

P=(X-2)S + R avec J‘8F1<J¢5X-z =]
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THEOREME 5.6. Soit P € K[X] un polynome non nul alors P est divisible par le produit

[ &x-2.

ZERan(K)

En particulier
|[Racp(K)| = deg H (X —2) < degP.
z€Racp(K)
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COROLLAIRE 5.2. Soit K un corps et |K| son cardinal (eventuellement infini) alors 'application
lineaire

P(X) € K[X]aeg P<|x| = P(o) € F(K; K)
est injective (tout polynome de degre < |K| peut etre identifie avec une unique fonction polynomiale).
En particulier si carK = 0 alors |K| > |Q| = oo lapplication

P(X) € K[X] s P(e) € Z(K; K)

est 1njective.
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THEOREME 5.7. Soit I C K[X] un ideal alors il existe Q € K[X] tel que
I=(Q) =1{5Q. 5eK[X))

est l’ensemble des multiples de Q. De plus si on suppose Q unitaire alors () est unique.

DEFINITION 5.9. Soit I C K[X] un ideal non-nul alors l'unique polynome unitaire Qp tel que

I=(Qr) =Q;.K[X]

est appelle polynome minimal de I. Si I = {0k} est l'ideal nul on posera
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PROPOSITION 5.10. Soient
I=(P)=PK[X]et J=(Q)=Q.K[X]
des ideauxr de K[X] engendres par des polynomes P et Q) alors on a

I CJ<<= QP

J: K1 Q@ ofsi TeT = P @R
o P- QS Jt é(p)
PA: Pg/l = C\)SSA <= J




COROLLAIRE 5.3. Soit B un anneau et ¢ : K[X]| — B un morphisme d’anneaux. Alors il existe
Q, € K[X] unitaire (ou nul) tel que

ker(p) = Q- K[X].

Le polynome Q. s’appelle le polynome minimal de .
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DEFINITION 5.11. Un polynome P(X) € K[X] non constant est irreductible (ou premier) si les
seuls diviseurs de P sont les multiples de 1 ou de P:

QP=Q=Xou@Q=\P, e K*.
De maniere equivalente: P est irreductible si et seulement st

QP < deg@Q =0 ou‘ ?

On notera & C K[X]| l’ensemble de tous les polynomes irreductibles et &2, C & l'ensemble de ceuz
qui sont unitaires.



PROPOSITION 5.11. (Lemme de Gauss) Soit P irreductible, si P|Q1.Q2 alors P|Q1 ou P|Qs.
RNT. QP onat pon fm&up)hw:. c)e‘,'l'XMx
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THEOREME 5.8. Soient Q un polynome non constant alors Q) se factorise de maniere unique
sous la forme

Q=M\P,.--.P,

ou les P; sont des polynomes irreductibles unitaires et A € K*. De plus cette factorisation est
unique: Si on a deuz telles factorisation en irreductibles (unitaires)

Q:)\'Pl"" 'PS :/’L'Rl"" 'RT'
alors s =1, A = p et il existe une permutation o : {1,--- r} —{1,--- s =r} telle que

R; = Py(iy.
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PROPOSITION 5.12. (Bezout) Soient P,Q des polynomes. Il existe A, B € K[X] tels que
(P,Q)=A.P+ B.Q.
En particulier, deux polynomes P et Q) sont premiers entre euz ssi il existe A, B € K[X] tels que

(P, QK = (P) +(Q)= KRP+RB.Q
(PQ) - AP+BQ.
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PROPOSITION 5.13. (Formule du produit) Soient P,Q € K[X]| — {0} et unitaires. On a
P.Q = [P,Q|(P,Q).

THEOREME 5.10. Soient QQ, R des polynomes non-nuls de degres q et r et
Q = a,. H pr@ Rp—p,. H pvr(R)
Pe, PeZ,
eur decompositz'ons en polynomes wrreductible unitaires alors

Pmln vp(Q),vp(R Pmax vp( vp(R))
= 11 = 11
pez, re#,



THEOREME 5.10. Soient Q, R des polynomes non-nuls de degres q et r et
Q=aq |[ P79, R=b,. [] PP
Pc2, Pe2,
leur decompositions en polynomes irreductible unitaires alors

(Q,R) — H Pmin(UP(Q),’UP(R))’ [Q,R] — H PmaX(’UP(Q),’Up(R))-
pPez, pPez,



