[II. Espaces vectoriels

p fronwier

Nous savons donc ce qu’est un corps, et nous en avons une bonne brochgtte a disposition en cas
de besoin : non seulement @Q, R et C, mais aussi les corps I, de p ¢lément& Nous allons maintenant
développer la théorie des espaces vectoriels sur un corps K, c’est-a-dire des droites, plans, espaces,
hyper-espaces construits sur K, ot I'on peut additionner les "vecteurs" entre eux et les multiplier
par des scalaires de K, tout comme vous 'avez fait pour les classes d’équivalence de fleches dans

le plan et l'espace (réel).

1 Définition et propriétés élémentaires

Soit K un corps. On note Ox le zéro (élément neutre additif) et 1x 1'unité (élément neutre
multiplicatif) de K. Ce corps est souvent appelé le corps de base des K-espaces vectoriels que nous

sommes sur le point de définir.
4

Définition 1.1. Un espace vectom’eMr K est un groupe abélien (V,+), noté additivement, muni
d’une action de K, c’est-a-dire une application K x V' — V notée multiplicativement (A, v) — Av,

de sorte que :

a) X(/},V\:()\}b)v ) Y )\,/Le k ) VveV “wm‘{,\d—v{,

b) ()\"'}A.)-V = Avauv ek X(v+w)= Av ¥ Aw 'V),/Lﬂé\‘(‘;g‘:,;.év
C) '4\(' ' \V VV 6\/ A&S "

On appelle vecteurs les éléments de V' et scalaires les éléments de K.

0



Espaces vectoriels Euler 3éme année

Voici quelques propriétés élémentaires, valides dans tous les espaces vectoriels.

Lemme 1.2. Soient )\4>\]'Z' A\ € K et q,vé, e v €V Alors -
a) OK-UZOV:/\'O\/;
b) (—A\)v=—Xv=A(—v);
i=1 j=1 i=1 j=1
Démonstration. a) On écrit O = Ok + Ox et on conclut comme la semaine passée.
b) On calcule par exemple (—A\)v + v = (=X + A\)v = 0k - v = Oy, si bien que (—\)v = —Av.

c¢) Suit de la distributivité (par récurrence).

Commencons par les exemples évidents.

Exemple 1.3. Tout ensemble réduit & un unique élément est un espace vectoriel sur tout corps

K. On note alors 0 cet ¢lément et on définit  afwg: \l Lxpoce \r(.o\"o'uib\ V\WP F Ov

Exemple 1.4. Le corps K lui-méme est toujours un espace vectoriel sur K. L’action est alors

simplement la multiplication de K.

Exemple 1.5. Si V et W sont deux K-espaces vectoriels, on munit V' x W de la structure
d’espace vectoriel produit. La somme est (v, w) + (v, ') = (v + v/, w + w’) et action est définie

par A(v,w) = (Av, Aw). Ainsi le plan réel R x R est un espace vectoriel. Les éléments sont

Ab) VMM &L v\ow»‘ovu v‘l:‘xls (a.’, lo) ) qu.'ou\ fo.»l” IMC"‘U‘
avee Lo veckewr ('t) ) asses &,\&1%\,&\”&% do LleBe s

wiank e pornk ()6,13) au potnk (z+a.-,\3+3>)‘

Exemple 1.6. Soit X un ensemble et F(X, K) 'ensemble de toutes les applications f: X — K.
On définit 'addition "point par point" en posant (‘9‘\- 3) (x) = ?‘()C) + g()() V x éX

et I’action en posant (}\(:) Cx) = )\C(X-> ) ¥ Aek ) Vx e X

On vérifie facilement qu’il s’agit d’un espace vectoriel sur K.



=9 ¥, = é‘-&nw" (&-.'O)AL Kxk esk assowcs o F:X—k
X .2 %S_‘?O;:\?:qu Lix) = o ot 9(«3):5

=) (avib)=<é(§)‘, %_a)t)

Lorsque X est un ensemble de deux éléments z et y, alors F (X, K) s'identifie & K x K puisqu’une
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application est complétement déterminée par la donnée de deux éléments f(z) et f(y) de K. En
revanche, lorsque X est un ensemble infini, cet espace vectoriel devient trés grand! Par exemple,
lorsque X = N, les applications f : N — K sont toutes les suites dans K. Lorsque X est encore
plus grand, comme R, on obtient en particulier I'espace vectoriel F(R,R) de toutes les fonctions
réelles, continues ou non!

2 Les sous-espaces vectoriels

Tout comme les groupes contiennent des sous-groupes et les anneaux contiennent des sous-
anneaux, les espaces vectoriels contiennent des sous-espaces vectoriels. Tout juste aprés la défini-

tion, nous verrons un critére qui permet de les reconnaitre.

Définition 2.1. Soit V' un K-espace vectoriel. Un sous-ensemble non-vide W C V est un sous-

espace (vectoriel) de V si I'addition et I'action de V' se restrengnent a W et le munissent d’une

<
structure de K-espace vectoriel. ol lV\1’€A.V\L a W

Exemple 2.2. Considérons R3 le R-espace vectoriel des triplé (a,b,c) de nombres réels. Soit W
le sous-ensemble {(a,b,c)|a+ b+ c=0}.

?
W est wn SEV (sous-e.sPau, vwbud) de R~ car

. (e-lo.’os e w (cu O+ 0+ O:O)

.o somme da Qe s menks de W neste daws W |
(a')g)"') ek (“"'[9,)0’) EW = (a""“": b”"” cre ) ew CA;
ato tbrbycte = (asbrc) 4 (o4 bec) = O+ 0= 0

. “'oul' vvw,“-u‘r;\l de W /Lwtc dava W
(0,b,c) € W ok xeR = (Mo, Ab,Ac)eW car

Soor Yo de = A(a+bie) = /\'9 =0 |
(’W',"F) ek un Greu pe abelion ur (IR 34—') \t.st'
A‘msi ) “OUJ [.L) AXLLoMES é»'u.m EV gmL vr',n’crés Powr W.

Cet exemple indique qu’il y a en général peu d’éléments & vérifier pour voir si un sous-ensemble

est un sous-espace vectoriel.



.

Espaces vectoriels Euler 3éme année

Proposition 2.3. Soit V un K-espace vectoriel et W C V. Alors W est un sous-espace de V' si
et seulement si

a) 0 e W
b) x+y e W pour tous x,y € W ;
c) \x € W pour tous A\ € K et x € W.

Démonstration. i;es trois conditions sont clairement nécessaires car W doit étre muni d’une somme

avec ¢lément neutre et d’une action. Montrons donc qu’elles sont suffisantes.

W @ o 0€EW _ i 24
(W‘:"‘) groupe abelvem par \o)e/"o) e)/raxrw X=-1 dows c) T-Cémure)
Assod,a)ﬂvi\'é ek Stabuc bubaa ke verdvees doms W car

Ok dans V.

Apw =w VweWw or WceV.

O
Exemple 2.4. Considérons 'espace vectoriel F(R,R) de toutes les fonctions réelles. Alors les
sous-ensembles suivants sont tous des sous-espaces vectoriels réels : P
les Ponelions

a) Les fonctions Co\nd'm\'cb wml'-fuo > 1 9
b) Les fonctions ra,\-vomm,\\u QA'C h’lb:a quﬂ. {"'( ) =

c) Les fonctions POJ'\,N(S
)

d) Les fonctions ALﬁvaM

Les opérations ensemblistes d’intersection et d’'union se comportent de maniére distincte par

rapport a la structure d’espace vectoriel.
Lemme 2.5. Toute intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Démonstration. On veut montrer que les trois propriétés de la proposition sont vérifiées.
(i) Si 0 € W; pour une famille W; C V' de sous-espaces, alors 0 € (| W,.

(i) Si x,y € W, alors z,y € W; pour tout i. Comme tous les W; sont des sous-espaces
vectoriels, on a que z +y € W, pour tout i, donc z +y € (| W;.

(iii) Six e W, et A € K = x € W; pour tout i = Az € W; pour tout i = Az € (| W,.
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Fo=90, 4% () = { (020) 5(034); (As0) (4;4)}

En revanche, la réunion de deux sous-espaces n’est pas un sous-espace en général. Dans (FFy)?,
les sous-ensembles Wy = {(0,0), (0,1)} et Wy = {(0,0),(1,0)} sont des sous-espaces, mais pas la

réunion puisque Co,‘i) + (4 Y g) = C'L') 4_) ¢ W4Uw2
EW, EW,

Il vaut mieux travailler avec la somme Wy + Wy = {x +y |z € Wi,y € Wa}.
Si Wi N Wy = {0}, on dit que la somme W, + W, est directe et on note alors Wy @ W.

Lemme 2.6. Soit V un K-espace vectoriel. La somme de sous-espaces vectoriels de V' est un
sous-espace vectoriel de V.

3 Combinaisons linéaires

Vous avez déja apercu I'importance des combinaisons linéaires I’année passée lorsque vous avez
briévement parlé des bases de R? et R3. Nous travaillons dans cette section avec un K-espace
vectoriel V.

Définition 3.1. Soit S C V. On note £ S 7» I'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de
V' qui contiennent S. On appelle S un systeme de générateurs de < .S > et on dit que S engendre

< S >. Lorsque S = {z}, on note aussi Kz =< {z} >. (- |lespace emaendrt por s
éfimmh?)d.e_ S.

Le sous-espace < S > est le plus petit sous-espace de V' qui contient S. Explicitement, les
éléments de < S > sont des combinaisons linéaires d’éléments de S.

Définition 3.2. Soit S C V. On dit que x € V est une combinaison linéaire d’éléments de S s’il

existe des scalaires A1, ..., A\, € K et des vecteurs x1,...,x, € S tels que £ = \jx1 + -+ + A\, 2.

Proposition 3.3. Soit S C V. Alors £ S 3 est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires

d’éléments de S.

Démonstration. Ap}l);(il‘-(jls w l’ensemble<.de.g toutes ces combinaisons linéaires. 822 é‘-émmlf-‘ de S
On dott mon qut W= Y.
{8y CW ¢ W oesh wn SEU deV Oéw,-Qo. sommme G duax

Cowmb tnals oud QmCoives el ume  cownbtuadson Qnbacee b fout mu.H‘tp(L
&) ure cowmb. U b wee owb. Y. v
W LSS Soib Ui SEV el tdque S CU. )
Putsque Xqom %o € 3, ey producths A €U e U'Z’q&,,‘;f‘z%,a))
ek T Nixi eV (pop 2.3 b)) = WcU ¥ %vuod

= WcCcKLkSy) v i

On o \a\ Jqub. lv\CIMAion. ?ou\& <S> =W.
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A V\,b"bl"fOVl\S Z S , 0 N SEJ\/, aV  w,uvw, PM‘\'ovt.&M
Remarque 3.4. Soient Wi, W, des sous-espaces de V. Alors Wy + Wy = W, U Wy

Définition 3.5. Soient z1,...,z, € V. On dit que ces vecteurs sont linéairement indépendants ou

libres si I'unique suite de scalaires Ay, ..., \, € K tels que

)\1$1++)\n$n:0

est donnée par \; = --- = X\, = 0. Si ce n’est pas le cas, on dit qu’ils sont linéairement dépendants
ou liés.
Aucun vecteur d’une suite libre ne peut étre nul, car, si x; = 0, A/\Ots

A Ov + Og Xo oo & OgXn = O

por csnvenbhron
Par contre, ’ensemble vide¥est libre et tout ensemble contenant un unique élément non nul est

libre.
Exemple 3.6. Dans C?, les éléments z; = (1;4) et 29 = (1 +4;1 — 1) Sow“ kaéaimwl'
dpundank car  (A+1)x, - Ay = (0, 0)
Les éléments y; = (1;1) et yo = (4; 1) Son*‘ Qd)ru Codr 3 d‘a,t"' 6%2 3(0; 0)
= ~t 2 - =
=5 % d'++/£/5i -% 4" _AiPeB =0 & 2/ =0 & 50
o - et por suike #=0.
4 Bases
Les meilleurs systémes de générateurs d’un espace vectoriel sont les plus petits. Ceci nous
conduit & définir ce qu’est une base d'un K-espace vectoriel V.

Définition 4.1. Une base de V' est un sous-ensemble ordonné et libre B C V' qui engendre V. Si

V' admet une base finie, on dit que V' est de dimension finie. On note la base formée des vecteurs

€1,...,6e, par (el, e en) pour rappeler 'ordre des éléments.

Exemple 4.2. Soit V = K". La base canonique de K™ est composée des n vecteurs e; =
(1g;0k;...50k), 2 = (Og;1g; 0k, .. ;0K), ... ven = (Og;...;0k; 1k ). Ces vecteurs sont visible-
ment linéairement indépendants. Ils engendrent K™ car (A1;...;\,) = Aeg + - + Apen.

Le lemme suivant explique comment enlever un vecteur "en trop" d’une famille liée.

Lemme 4.3. de dépendance linéaire.
Si x1,..., %y, sont linéairement dépendants et 1 # Oy, il eviste 2 < j < m tel que z—e<
Xée <x1, .o,y by et les vecteurs xy, ..., Tj_1,Tjq1, ..., T engendrent < Ty, ..., Ty >.

. A '
)x“_' yoer 1Xwq D on o rehtne Xy 0"“' owawo[,f. le memne espole.




® Si X700 oF X700 , AXy #0 ek il faunt le compunser

plus lotn pour que 2Ax; =0, . .
Espaces vectoriels Jb\' Si X4 =0 ) a,\,ov& 3 >\ \ ) A >1 b‘? é\lﬁe?,i%eam ‘c'mlnr;lé(é'érw“l-)

Démonstration. Par dépendance linéaire, il existe une combinaison linéaire nulle A\yz1+... A\, z,, = Q,
fiy, ot les \; ne sont pas tous nuls. Puisque x; # Oy, il existe j > 2 tel que A; # 0. Choisissons le

plus grand j qui vérifie cela. En multipliant par I'inverse de A; et en isolant x;, nous obtenons
, 70 > )
. i = — 5 ey o L= =2 Dxg

Nyx: =0 & AiX; = ‘Z_)ux, ) X c An

ce qui conclut la preuve de la premiére assertion. Pour montrerdla seconde, il suffit de remarquer que

toute combinaison linéaire pyx1 + - - - + e, peut aussi s’écrire, en remplacant x; par 'expression
) J

ci-dessus, ek tl vieuk }\'
oo iy e Yt = os = P (- H )

_ A ~ A D YA ‘S,.
- (}.v ~/u57§ ) X, o (/“A-' /AAT‘\.—- X, +( A i‘f’)"»‘f'“* {kaéﬁ-g Y,

Le lemme de dépendance linéaire nous permet d’extraire de chaque systéme de générateurs une

base.
Théoréme 4.4. Soit x1,...,x,, un systéme de générateurs de V. Alors il existe des indices 1 <
ki < -+ <k, <m tels que (xy,,...,xx,) forme une base de V.

Démonstration. Si les vecteurs sont linéairement indépendants, il n’y a rien a faire, ils forment
déja une base. Si x; = 0Oy, nous éliminons x; de la liste. Sinon, nous appliquons le Lemme de
dépendance linéaire et éliminons x; pour l'indice j décrit dans le lemme. Nous continuons ensuite

avec ce processus et nous nous arrétons lorsque les vecteurs restants sont libres. O]

Exemple 4.5. Soient (1;2),(3;6), (4,7) et (5;9) des vecteurs de Q. Ils sont linéairement dépen-

dants puisque par exemple
3(1,2) - (3,6)= (v °)
‘Dow \9. lerme &.3 , ovm éLCIrwéwt (fo.r exwpb-> (3-,G>.
Le,s 3 vu\iws ros\'aw\'s Sow" vQ/Cés Cowr
@.2) + (63) - (5;9) = (00)
= ow &l e pos ue.w\}ob. (5;‘5),

2
I vk (132) o (1;7) qui Foment wune booe de &
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Voyons maintenant que toute partie libre de V' peut étre complétée en une base.

Théoréme 4.6. de la base incompléte.
Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie, L = {x1,...,x} des vecteurs linéairement in-

dépendants et S = {y1,...,ym} un systéme de générateurs de V. Il existe alors une base B de V
telle que LC B C LUS.

Démonstration. Considérons les vecteurs xy, ..., g, Y1, - . -, Ym. C’est un systéme de générateurs et
on peut donc appliquer le théoréme précédent pour en extraire une base. Puisque 1, ..., x; est
libre, la méthode d’élimination laisse intacte les k premiers vecteurs. O

Dans l'optique de définir la dimension d’un espace vectoriel, nous terminons la journée en

montrant qu’il y a toujours moins de vecteurs dans une partie libre que dans un systéme de
générateurs.

Proposition 4.7. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, L = {x1,...,x} une partie libre
et S ={y1,...,ym} un systeme de générateurs. Alors k < m.
Démonstration.

Dw {.Anwdao des é(,(',mcus"& bie cewms de 8 ane leo é\z{,me.mk de L
Poux Cowmer wnm Scdsk'ém de caﬂw&u.‘-ws G- E"-ﬂ'-"&: "34.,.3' . '3%._{,_73
ew a.ppkqun,n(- le \ewame 4.3 de Mpr&v\.u, “Q/Cvxéa.»fre, .

Cbmth, S est uw 5«65\'&/\% de ﬁlwf,\rc.&ws, %344 1944, 3*"& at ke 3
.z,\' Lomwme X, O (Cau ¥, & L qwi.-u" &Lve.B, por 'S Pounnre 4.3 ,

on ,e\('.m\nc, wn de$ "53 toul eu aMG\AM.\' wa Sté.s’rimc. de Stném\'wrs.
Ov i O..Sou‘rc. alows X, en dibot de (il of on vteowmwencs juaqu‘of
ety G . Ev LIS , la welhods die lownme laisse intack Qo
Premer S vedreurs X .., X0 o dhoque tope s ils sonb Ribres o
qw‘ b E\mine ‘\emenr de P\Ma 31‘0«& tvdice ) eob inukle.
O templae cinsi % vedewrs Wy P Les R veddears %
Done 42 4w
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