Cours Euler: Corrigé 24

le 8 mars 2023

Exercice 1

Pour chacune des affirmations de 'exercice, nous allons déterminer lesquelles sont vraies. Pour cet
exercice, nous supposons que Edgard est un éleve qui a 10 ans.

1)

2)

10)

Faux. En effet, considérons les affirmations R = « Edgard a 9 ans » et S = « Edgard va a I’école ».
Alors l'affirmation R = S est vraie. Par contre, I'affirmation (non R) = (non S) est « Marc n’a
pas 9 ans, donc Marc ne va pas a 1’école » qui est fausse.

Vrai. Il suffit de regarder la table de (R = S) trouvée dans l’exercice 1 en remplagant A par R et
B par S.

Faux. Reprenons le contre-exemple utilisé dans 1, c’est-a-dire R = « Edgard a 9 ans » et S =
« Edgard va a I’école ». Dans ce cas R = S est vraie et R est fausse, comme on a fixé au début
de l'exercice que Edgard est un éleve de 10 ans. Mais S est vraie.

Faux. Posons R =« Edgard va a l’école » et S =« Edgard a 9 ans ». Alors R est vraie, 'implication
R = S est fausse. Mais S est fausse.

Faux. Soit R l'affirmation « Edgard a 9 ans » et S l'affirmation « Edgard ne va pas a I’école ».
Alors, comme R est fausse, I'implication R = S est vraie. Mais S est fausse.

Vrai. En effet, (R ou S) est vraie si et seulement si, soit R est vraie, soit S est vraie, soit R et S
sont toutes deux vraies. Alors si R est vraie, (R ou S) est aussi vraie.

Faux. Prenons R =« J’ai un chien » et S =« J’ai un chat », et supposons que j’ai un chat mais
je n’ai pas de chiens. Alors (R ou S) est vraie, mais R ne l'est pas.

Vrai. En effet, (R et S) est vraie si et seulement si R et S sont toutes deux vraies. Donc si (R et
S) est vraie, en particulier R est vraie.

Faux. Si (R = S5) <= (S = R) alors les tables logiques de (R = S) et (S = R) sont les
meémes. Mais elles sont

R\S|V|F| [R\S|V]F|
V [V[F vV [V]V
F | V]V F | F |V

qui sont différentes. Comme contre-exemple, on peut utiliser le méme exemple qu’en 1).

Vrai. Supposons que ((R = S) et (S = T)) est vraie. Alors (R = 5) est vraie et (S = T) est
vraie. Nous devons montrer que R = T, c’est-a-dire, si R est vraie, alors 7" est vraie. Supposons
donc R vraie et montrons que 7" est vraie. Comme (R = S) est vraie et R est vraie, S est vraie.
Comme (S = T') est vraie et S est vraie, T" est vraie.

Remarquons que pour 6), 8), 10)il n'y a rien a vérifier dans le cas ou la prémisse est fausse.
q que p

Exercice 2

Tables de vérité. (a) Nous remplissons la table colonne apres colonne. La troisieme est la négation
de la premiere et la quatrieme est la négation de la deuxieéme. Pour la colonne de AN B on applique
la définition de la conjonction : elle n’est vraie que si A et B sont vraies toutes les deux. La colonne
suivante en est la négation.
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La derniere colonne est remplie en appliquant la définition de disjonction. Cette affirmation ~AU—-B
est vraie si =A ou =B est vraie. On inscrit donc V a chaque fois qu’il apparait un V dans la colonne
de —=A ou —B.

(b) On procede comme dans (a) et on constate que les colonnes de D et E sont les mémes.

|A[B|C|BUC|D|ANB|ANC | E|

VIiV|IV] V V| V vV |V

VIV I|F vV |V V F Vv

VIF|V] V |V F vV |V

VIF|F F F F F F

FIV ]V \Y% F F F F

F|VI|F \Y F F F F

FIF |V \Y% F F F F

F|F|F F F F F F
Exercice 3
(a) J’aime tous les légumes. (f) Il existe un magasin ouvert tous les jours de
(b) Il y a un chat qui n’est pas noir. la semaine.
(c) Tous les perroquets parlent. (g) Tous les jours de la semaine, il y a un magasin
(d) II existe un perroquet qui parle. ouvert.
(e) Les perroquets ne parlent jamais.

Exercice 4

Pour tout - Il existe. 1) Choisissons comme phrase A 1'égalité n = m + 1.

Alors 'affirmation « Pour tout m, il existe n tel que A » est vraie; il suffit de poser n = m + 1. Par
contre, « Il existe n tel que pour tout m, A » est fausse puisque pour n fixé, il existe au plus un
nombre naturel m tel que A soit satisfaite.

2) Supposons que « Il existe n tel que pour tout m, A », et notons cette valeur de n par N. Alors
« Pour tout m, il existe n tel que A » car il suffit de choisir n = N.

Exercice 5

Récurrence I. On cherche a calculer la somme des puissances de 2, c’est-a-dire
p(n)=2042"+22 ... 4+ 2"

On calcule p(0) = 2° = 1, puis p(1) = 3, p(2) = 7 et p(3) = 15. On commence & soupconner que

p(n) = 2" — 1. Démontrons-le. La formule est correcte pour n < 3. Supposons donc qu’elle est vraie

pour n et démontrons alors qu’elle est aussi vraie pour n + 1. Autrement dit nous devons montrer

p(n)=2"" -1 = pn+1)=2""2-1
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Calculons p(n+1) = 20 + 21 4+ 22 4 ... 427 4 27T = p(n) + 271, La formule étant vraie pour p(n),
nous en déduisons que

p<n+1):2n+1_1+2n+1:2'2n+1_1:2n+2_1
C’est ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 6

Récurrence II. On construit une pyramide avec des blocs de pierre cubiques d’un metre de coté en
commengant avec une base carrée de n metres de coté. On construit ensuite le deuxieme étage de
sorte a obtenir des marches d’un demi-metre de profondeur : le deuxiéme étage mesure donc (n — 1)
metres sur (n — 1). On continue ainsi de suite jusqu’au sommet constitué d’un unique bloc de pierre.
On appelle f(n) le nombre de cubes qu’il faut pour construire la pyramide.

On calcule f(1) =1, f(2) =44+ 1=5cet f(3) =9+4+1 = 14. Ces valeurs calculées coincident
avec nn + 1)6<2n 1) pour 1 < n < 3. Nous sommes donc préts a démontrer par récurrence que

1)(2 1
f(n) = n(n + >6( n ) Nous devons montrer que

n(n+1)2n+1)
6

(n+1)(n+2)(2n+3)
6

f(n) = = f(n+1)=

La pyramide de base carrée (n+ 1) x (n+ 1) s’obtient a partir de celle de base n X n en ajoutant un
étage de (n + 1)? blocs de pierre. Ainsi, puisque la formule est vraie pour n

(n+1)2n+1)
6

fn+1)=fn)+(mn+12="2 +(n+1)°

On met au méme dénominateur :

n(n+1)(2n + 1)+6(n +1)? _nn+1)2n+1)+6(n+ 1?2 (n+1)[Rn2n+1)+6(n+1)]

flntd) = 6 6 6 6

et on continue le calcul :

fnt1) = (n+1)(2n2_gn—0—6n+6) _ (n+1)[2n;+7n+6] _ (n—|—1)(2n;_|_7n+6)

Heureusement, nous savons ce que nous devons démontrer. Il n’est pas nécessaire de savoir factoriser
le polynome 2n? + 7n + 6, il suffit de calculer

(n+2)2n+3)=2n>+4n+3n+6=2n>+Tn+6

n(n+1)(2n+ 1)
6

f(n+1) de pierre qu’il faut pour construire une pyramide d’un étage de plus vaut

implique que le nombre de cubes

(n+1)(n+2)(2n+3)
G :

En conclusion, I'hypotheése de récurrence f(n) =

La démonstration est terminée.

Exercice 7

Récurrence III. Lorsque n = 3, on calcule 3*3 — 2373 =36 -1 =729 — 1 = 728 = 7. 104. La
récurrence est initialisée, nous pouvons démontrer le pas de récurrence.

Supposons donc que 32" — 273 est un multiple de 7. Nous devons montrer que 32+1 — 2f
32742 — 2n=2 est un multiple de 7. Calculons

n+1)-3 _

32n+2 . 277,—2 — 9 . 32n _ 2”—2 — (7 + 2)32n o 277,—2 — 7 . 32n + 2 . 32n . 211—2

3
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Ce nombre est un multiple de 7 si et seulement si 2 - 32® — 272 est un multiple de 7. Or

9. 32n - 2n72 —9. (32n o 27173)

qui est un multiple de 7 par hypothese d’induction. Ceci conclut la preuve.

Exercice 8

Vrai ou faux ?

1.

La relation réciproque de <: N ~~ N est la relation >: N ~» N. C’est faux. Puisque 1 <1 on a
aussi 1 <7! 1. La relation réciproque est donc >.

. Soit {(n,m) € N x{0,1,2,3,4,5}|n < m} la représentation ensembliste d’'une relation

R: N~ {0,1,2,3,4,5}.

Alors ’ensemble de définition de R est vide.

Cette relation est constituée de toutes les paires (n,m) avec 0 < n < m < 5. Les éléments
n > 6 ne sont en relation avec personne, ils ne font donc pas partie de ’ensemble de défini-
tion puisqu’'une fonction doit associer a chaque élement de I’ensemble de définition une image
dans I'ensemble d’arrivée. Les éléments 0, 1, 2, 3,4 sont quant a eux en relation avec plusieurs
éléments, il faut aussi les enlever. Ainsi ED = {5}.

. Pour n’importe quels ensembles X et Y, il existe une fonction de X vers Y. C’est faux si Y est

I’ensemble vide. Sinon, des que Y est non vide, on peut choisir un élément y € Y et construire
la fonction constante ¢, : X — Y.

. Il 'y a 6 fonctions injectives de {{, O} vers {0, 1,2}. Une fonction correspond a un choix d’une

image du symbole “diamant” et une image pour le symbole “coeur”. On peut choisir ces images
parmi les nombres 0, 1 et 2. Pour que la fonction soit injective les images des deux symboles
doivent étre différentes. Combien de choix pouvons-nous faire ? Il y a 3 choix pour le “diamant”,
mais plus que 2 choix pour le “coeur” une fois que I'image du diamant est choisie. Il y a donc
six fonctions injectives, c¢’est vrai.

. Le degré de I’équation

z* —3r+2= (2% —2)(2* +2)

est 1. Cette équation est équivalente & * — 3x + 2 = 2* — 4 autrement dit —3z + 6. Elle est de
degré 1, c’est vrai. D’ailleurs la solution est x = 2.

Exercice 9

Deux fonctions. On considere la fonction réelle f(z) = 2x — 1 et la fonction g(z) = /.
(1) L’ensemble de définition de f est R. On écrit ED(f) = R. L’ensemble de définition de g est

R, car la racine carrée d’'un nombre n’est définie que si ce nombre est positif ou nul. Le graphe
de g est une demi parabole “couchée”.

(3) La fonction f est injective et surjective car c’est une fonction affine non constante. Graphi-

quement on voit cela en constatant que toute droite horizontale coupe le graphe exactement
une fois. Algébriquement l'injectivité traduit le fait que deux nombres distincts = et 2’ ont des
images différentes : 2x — 1 # 22’ — 1. La surjectivité signifie que pour chaque nombre réel y il

existe un nombre x € R tel que f(z) = y (on dit que y est I'image de x par f). En effet on

1
choisit © = % puisque

y+1 r+1

s =2

—l=z4+1-1=y
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(2)

(4) La composition g o f est la fonction

(go f)lx) =g(f(2)) = g2z —1) = V2r -1

L’ensemble de définition de cette fonction est [1/2,00[= {x € R|xz > 1/2}. En effet pour que
cette expression soit bien définie il faut que 2z — 1 > 0. Autrement dit = > 1/2.

(5) La composition f o g est la fonction qui envoie x sur 24/ — 1. Son ensemble de définition est
R,.

Exercice 10

Equations. Soit m € R un parametre. Pour résoudre I'équation affine mz — z + m + 1 = 0, nous
utilisons la distributivité de la multiplication par rapport a ’addition pour mettre x en évidence :

(m—-—1z+m+1=0
On soustrait m + 1 des deux c6tés pour obtenir
(m—1x=—-(m+1)

C’est maintenant que la discussion commence puisque nous devrions diviser par m — 1 pour trouver x.
Cela n’est pas possible lorsque m = 1 et il faut donc traiter ce cas de maniere séparée. Lorsque m = 1

I’équation se réduit & 0 = —2, qui n’a aucune solution, ici S = 0.
. m+1 _
Supposons donc que m # 1. Alors on peut diviser par m — 1 et on trouve r = — 1 Ici S =
m R
m+1

=

Exercice 11

Un probleme. Le magicien Moebius pense a un nombre. Il lui ajoute 20 et multiplie le résultat par 2.
Curieusement il trouve 10 fois le nombre de départ. Appelons x ce nombre. Alors I'information donnée
se traduit en une équation

2(x +20) = 10z

bt
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On développe : 2x + 40 = 10x. On soustrait 2z de chaque coté : 40 = 8. On divise par 8 et on
obtient que le nombre x = 5.

Exercice 12

La main magique polonaise. Tiré du webcomic “les céréales du dimanche matin”, http ://cereales.lapin.org/ind

Oul, MAIS
POURQUC! 2

ber=1766

\0[(:-5)+(=3-5)] + 1 (\0'!3'(\0“-&)]

YO EOIS LA SOMME DES \ FOI5 LE PROPUIT PES
VALEURS POSITIVES VALELRS NEGATIVES

=0« 10y -\Ox - lOﬁﬂwﬁ
= XIﬁ

MAINTENANT QUE VOUS AVEZ LA PREUVE
VOUS SAVEZ EXACTEMENT COMMENT CA MARCHE.

POLRQLOI 2

CA, C'EST LE PIRE
COTE DE LA NATLRE
HUMAINE,

Exercice 13

On se représente ce probléme par un graphe : les points (appelés sommets du graphe) représentent les
personnes et les traits (appelés arétes) indiquent que les personnes reliées par ce trait se connaissent.
Ainsi une groupe de trois personnes qui se connaissent toutes entre elles est représenté par un triangle.
S’il y a cinq personnes le graphe suivant montre une situation ou il n’y a aucun sous-groupe de trois
personnes qui se connaissent (puisque le graphe ne contient aucun triangle) :

A b

mais il n’y a pas non plus de sous-groupe de trois personnes qui ne se connaissent pas puisque chaque
personne connait exactement deux personnes. La solution au probleme est donc au moins 6 et on
peut résoudre le probleme par sous-cas pour trouver que n = 6...



