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Exercice 1 (Questions de cours et QCM). .

1.

2.

Enoncer le Théoréme Noyau-Image.

Soit G' un groupe et H, K C G des sous-groupes distingués alors le sous-groupe engendré par
H et K est distingué.

Vrai Faux

. Un produit d’anneaux intégres est intégre.

Vrai Faux

Soit A un anneau fini (comme ensemble), commutatif et intégre et M un A-module de type fini,
alors M est libre.

Vrai Faux

(un anneau fini commutatif et integre est un corps) et un A-module de type fini est un EV de
dim fini sur ce corps.

. Une application linéaire ¢ : R* — R? de rang maximal est injective.

Vrai Faux

(jamais injective: Thm N-T 4 4 > 3)

Soit A, B € GL4(K) des matrices carrées inversibles alors ({(*A.B~1))~! vaut

e A°'B e B.A7! e rien car (*!A.B71) n’est pas forcément inversible
0 01
. Le polynome caractéristique Pq, p7(X) de la matrice M = [1 0 2| € M3(Q) vaut
01 3

o —X3-3X?-2X-1 o X3 —3X?+2X +1 o X3 —3X?-2X -1

(le PC doit etre unitaire et son coef constant est (—1)3det(M) = —1 : det M = 1 par la regle
de Sarrus)




Exercice 2. Soit F(R;C) :={f : 2 — f(x)} le C-espace vectoriel des fonctions sur R & valeurs dans
C (le corps des nombres complexes). Soient

fi(z) = cos(x), fo(x) =sin(z), f3(z) = cos(3z), fi(r)=sin(3z)
et
V ={(f, f2, f5. [1) C F(R;C)

le sous-espace vectoriel engendré par ces 4 fonctions.

Q1: Montrer que B = { f1, fa, f3, fa} est une base de V. Pour cela on pourra évaluer une combinaison
linéaire (nulle) de ces fonctions en des points bien choisis et faire de méme pour la dérivée.

Solution:
x1 cos(x) + xo sin(z) + x3 cos(3z) 4+ x4 sin(3z) = 0.

r=0= 21 +2x3 =0, ZL':7T/6:>§1’1:0
— x; =23 =0.
r=7/2=1wy—1x4=0, x =73 = 22/2 =10
= 19 =1x4 = 0.
La famille est libre donc c¢’est un base de 'EV qu’elle engendre.

Q2: On considere application linéaire (admis) de V' a valeurs dans F(R;C)
po:feVe f"+2if +3f
ou f', f" désignent la dérivée premiére et seconde de f. Montrez que o(f) € V. Ainsi ¢ défini un

endomorphisme de V.

Solution: On a
o(f1) = —f1—2ifa+3f1, o(f2) = —f2 +2if1 + 3 f2

©(fs) = =9f3 = 6ifs +3fs, ©(fa) = =9fs+6ifs+3f4

donc pour i = 1,2,3,4 on a ¢(f;) € V et tout f € V est CL de fi, fa, f3, f4 (par definition de V') et
comme ¢ est lineaire ¢(f) € V.

Q3: Donner la matrice de @ dans la base B et calculer son polyndéme caractéristique.

Solution:
2 21 0 0
-2t 2 0 0
0 0 —-6 67

0 0 -6t —6

C’est un matrice par blocs.
Le polynome carateristique est le determinant P, ,(X) = det(X.Idy — M). Comme la matrice est
par blocs

X—-2 -2 0 0
2% X-2 0 0
Prarp(X) = det(X.Idy — M) = det | P
0 0 —6i X+6
—det( N X_2> det( . X+6> = ((X = 2)2+ (20)))((X + 6)% + (6i)?)

= (X7 —4X)(X? +12X) = X* + 8X® — 48X~



Q4: Trouver des bases de ker ¢ et de Im ¢

Solution: Pour le noyau, on doit resoudre le systeme:

2x1 + 2ix9 =0
—2ix1 4+ 229 =0 2x1 4+ 2tz =0 Ty = 121
—6x3 + 6ty =0 —6x3 + 6ty =0 T4 = —1i23
—6ix3 — 624 =0

et prenant r1 = 1 et 23 = 1) on a
ker p = Vect(f1 +if2, f3 —ifs)
et cette famille {f1 +ifs, f3 — ifs} est libre car
vi(fi+ife) fas(fs —ifs) =0<= a1 fi + mifo+a3fs —a3ifs =0 =21 =23 =0

car la famille fi, fa, f3, f1 est libre par la question 1.
Ainsi ker ¢ est de dimension 2 et p(V') des de dimension 2 (Thm NI). On a

(V) = Vect(p(f1), p(f2), p(f3), p(f1))

mais ¢(f2) =ip(f1), ©(f1) = —ip(f3) et donc une base de p(V') est donnee par

{o(f1),o(f3)} = {2cos(x) — 2isin(z), —6cos(3z) — 6isin(3z)}



Exercice 3. Soit K un corps et U,V des espaces vectoriels sur K de dimensions (finies) d et d’. On
notera U*, V* les espaces duaux. On notera

PB={e, - ,eqtCcU B ={f, - 4} CV
des bases de U et V et
B ={el,--- ey U, B*={f, - £}V

les bases duales.
Par ailleurs on fait la définition suivante:

Définition 3.1. Une forme bilinéaire B sur U x V est une fonction de 'espace produit U x V' a
valeurs dans K
B UxV K
" (u,v) — B(u,v)
telle que

e Pour tout v € V, la fonction sur U a valeurs dans K
ueUw Bu,v) € K
est une forme linéaire.

e Pour tout u € U, la fonction sur V' a valeurs dans K
veV = Blu,v) € K
est une forme linéaire.
On note Bil(U, V') 'ensemble de toutes les formes bilinéaires sur U x V.

Dans la suite de cet exercice, on admettra que Bil(U, V) est un sous-espace vectoriel de I'espace
F(U x V;K) des fonctions de U x V a valeurs dans K (pour la structure usuelle de K-espace
vectoriel de F(U x V; K)).



Q1:Soient £ € U* et ' € V* des formes linéaires; montrer que la fonction
(@0 (u,0) eU XV s l(u)l(v)e K

est une forme bilinéaire sur U x V.
Solution: On a

e; ® £ (u,v) = e (u).f;(v)

et pour tout v fixe la fonction
u e (u).f5(v)

est lineaire en u (car proportionelle a la forme lineaire u — € (u)) et de meme pour u fixe, la fonction

v e (u).f(v)

est lineaire en v.
Montrons qu’on a bien une famille generatrice et libre: supposons qu’il existe des coefficients (z;;)i<d,j<ar
tels que pour tout w € U,v € V on a

Z Z rije; @ £ (u,v) =0

i<d,j<d’

alors prenant (u,v) = (e;,, f;,) on a

0= Z Z wije: & f;‘k(eioa fjo) = Tigjo

i<d,j<d’

et en faisant varier (ig, jo) on obtient que tous les coefficients sont nuls. La famille est donc libre.
Soit B(u,v) une forme bilineaire, on a

U= Zef(u)ei, v = Zf;(v)fj

i<d j<d’

et par linearite en u puis en v

B(u,v) =Y ej(u)Ble,v) =Y ef(u)> £ (v)Blei,f;) =Y > Ble; f)ef(u)f; (v)

i<d i<d j<d’ i<d j<d’
_ * *
i<d j<d’

et donc

B=Y e/(u)Ble,v) =Y ei(u) Y f(v)Ble,f;) =Y Y Blei f)e; (w)f;(v)

i<d i<d j<d’ i<d j<d'

= Z Z B(ei, fj)ef (%Y f;

i<d j<d'
on a bien une famille generatrice et donc une base
Ainsi
dimBil(U, V) = dd' = dim U dim V.

Q2: On considére dorénavant le cas U = V*. Soit End(V') lespace des endomorphismes de V' (ie.
les applications K -linéaires de V' sur V') et soit ¢ € End(V). Montrer que la fonction sur V* x 'V a
valeurs dans K définie par

B, : (lv) e V' x Vi B,(l,v) =L(p(v)) € K



est une forme bilinéaire sur V* x V.

Solution: La fonction
B, : (6,v) = L(p(v))

est lineaire en v car c’est la composes ¢ o ¢ de deux applications lineaires.
Soient (1,0 € V*, u € K alors pour v fixe

By (ul+ ,0) = (ul + )((v)) = pllp(v)) + £ (p(0)) = 1B, (€,v) + By(£',v)

et application est lineaire en ¢ (on aurait aussi pu dire que B, (e, v) est 'application ev,,(e) d’evaluation
en le vecteur p(v) qui est lineaire sur V*. En tout cas B, est bilineaire.

Q3: Montrer que Uapplication de End(V') a valeurs dans Bil(V*, V') définie par
Be :p € End(V) — B, € Bil(V*,V)

est linéaire et injective (pour ce dernier point on observera que les valeurs By(e},e;) sont lides a la
matrice de ¢ dans une base convenable).

Solution: On apour A € K, ¢, € End(V)et L € V* v eV,
Bty (l,v) = LAp + 9 (v)) = L(Ap(v) +1(v)) = M(p(v)) + £(1p(v)) = ABy(f,v) + By (L, v)
(l’avat derniere egalite car ¢ est lineaire) et donc
Brpsy = \B, + By,

L’application B, est donc lineaire.
Soit {e;,j < d} une base de V' et {e},i < d} la base duale. Supposons que B, = 0. On a pour tout
i
By(ej, ;) = ej(p(e;)) =0
qui est le i-ieme coefficient de I'image du vecteur e; par ¢ c’est a dire le coefficient (7, j) de la matrice

assosiee a ¢ dans la base de {e;,7 < d}. Si tout les coefficient de cette matrice sont nuls c’est que ¢
est nulle. L’application lineaire B, est de noyau trivial donc injective.

Q4: Montrer que End(V') est isomorphe a Bil(V*, V') (comme K -espace vectoriel).

Solution: On a une application injective
B, : End(V) — Bil(V*, V)

et les deux espaces sont de meme dimension d? (par Q1) donc c’est un isomorphisme.



Exercice 4. Soit K un corps et V = K? le K-espace vectoriel de dimension 2. On rappelle qu'une
droite (linéaire) D C V est un sous-espace vectoriel de dimension 1:

D=Kv={\v, e K}
ouv € V — {0y} est un vecteur non-nul. On note
PYK)={D c K?, dimg(D) = 1}
I'ensemble des droites de K?.

Q1: Montrer que P(K) est en bijection avec ’ensemble des vecteurs

{vy=(L,A), e K} U{vy :=(0,1)} CV

Solution: Soit D = K.v un droite engendre par le vecteur non nul v = (z,y). Si x # 0 alors
D=Kazx Yz,y) = K(1,\), A=y/z
et six =0 alors y # 0 et
D =K.y *0,y) = K.(0,1).

Ainsi on a defini une application surjective

{vs, A € K} U {vs} = PYK)
De plus si

K.(1,)\) = K.(1,\)

alors
(L) =z.(1,\) = (z,2)) =2z =1, =\

et K.vy # K.vy (car un vecteur de cette derniere droite a sa premiere coordonnee toujours nulle).
On a donc une application injective et donc bijective.

Q2: Soit ¢ € GL(V) ~ GLy(K) une application K-linéaire inversible. On suppose que pour tout
v € V il existe un scalaire \, € K tel que

Montrer qu’en fait les A\, sont tous égaux a un méme scalaire X € K* de sorte que

Solution:
Si dim V' = 1 tout application lineaire est d ela forme v — Av. Sinon, soit v,v" € V non colineaires
on a

(v +0") = XNw + At = Ny (v +0)

et donc
()\’U — )\»U_H)/).’U = (_)\v/ =+ )\v+v/),’ljl

et comme les vecteurs ne sont pas colineaires on doit avoir
)\v - )\U+UI = _>\v’ + >\U+v’ =0

et
Ao = At = Appor
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Q3: Soit ¢ € GL(K?) une application linéaire inversible (on ne fait pas d’autre hypothése sur ¢).
Comme @ est linéaire, l'image d’une droite D par ¢

p(D) ={e(v'), v' € D}
est encore une droite (on ne demande PAS de le démontrer). On note
o,: D€ P (K)— p(D) e P(K)
Uapplication correspondante sur ’ensemble des droites.

a Montrer que o, est une bijection de l’ensemble P*(K) sur lui-méme et que lapplication
0e : p € GL(K?) = 0, € Bij(P'(K))
est un morphisme de groupes.

b Montrer que le noyau du morphisme ci-dessus vaut
ker(o,) = K™ Idgz2,
ie. le groupe des multiples non-nuls de lapplication identité (c.a.d les homothéties linéaires de

K2).

Solution:
a. On a

0,004 : D= o(p(D)) = 0pey(D)
et donc
Op © 0y = Oporp-

On a egalement
Oldy - D+ Idv<D) =D= Idpl(K)(D)

et
O1d,, — Idpl(K)

En particulier en prenant ¢! on a
0, 00,1 = 04,100, = 01q = Ldp1 (k)
Cela montre que o, est bijective (de reciproque o,-1) et que
0y,

est un morphisme de groupes.
b. Soit ¢ dans le noyau. Alors pour tout vecteur non nul v

o,(Kwv) =p(Kv)=Kuwv
en particulier p(v) € K.v et donc ¢(v) = A\,.v pour A\, € K. Par Q1 on conclut que
o= Aldy, A£0

(car ¢ est inversible donc non-nulle). Par ailleurs il est clair que si ¢ = A.Idy, A # 0 alors p(K.v) =
K.v. Le noyau est forme des matrices scalaires.

Q4: On suppose maintenant que K = F, est le corps fini a p éléments (ici p > 2 est un nombre
premier). Montrer les égalités suivantes

[PY(F,)| =p+1, |GLo(F,)| = (p* — D(p* —p)-
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Pour la deuzieme égalité on pourra (au choix) soit compter le nombre de solutions de l’équation
4
ad — be = Og,, (a,b,c,d) € F,
soit raisonner a partir des vecteurs colonnes qui composent une matrice 2 X 2 inversible, soit trouver

une autre méthode de comptage.

Solution:
On a
[PYF,)| = {oa := (L), AeFp} U{ve == (0,1)} =p+1.

On a

GLy(F,) = {M = <Z 2) a,b,c,d € F,, det M = ad — be # 0}

il suffit de compter le nombre de (a, b, ¢, d) € IF;‘, tels que
ad —bc =10
et de soustraire de p* = |My(F,)|.

1. Si on choisit a # 0 alors on a p? choix pour (b,c) et d vaut be/a: on a (p — 1)p? possibilite.

2. Si on choisit a = 0 alors on a p choix pour d et alors bc = 0. Si b = 0 on a p choix pour ¢ et si
b # 0 alors ¢ =0 (et p — 1 choix pour b) soit p(2p — 1) possibiltes

Au total on a
|GLy(F,)| =p* — (p—1)p* —p(2p — 1) = (p* — 1)(p* — p)

Q5: Montrer que pour p = 2, le groupe GLy(Fy) est isomorphe au groupe &3 = Bij({1,2,3}) (ie. le
groupe des permutations d’un ensemble de 3 éléments).

Solution:
Sip=2ona|GLy(F2)| = 6. De plus le noyau
ker o, = 5 .Idy = {Idy}
est trivial (car Fy = {1} puisque que Fy = {0,1}). L’application
04 : GLy(IFy) — Bij(PY(Fy)) ~ Gapy
est injective et les groupes de depart et d’arrivee sont finis de meme cardinal (car |P1(Fy)| = 2+1 = 3)

on a donc un bijection.

Q6: Donner un exemple de matrice M3y € GLo(F2) qui correspond a un cycle de longueur 3 par un
tel isomorphisme.

Solution:
La matrice

verifie

M? =1d,

elle est d’ordre 3 et correspond a une permutation d’ordre 3 par l'isomorphisme precedent: c’est
necessairement un cycle de longueur 3.
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Exercice 5 (Le lemme de Schur). Soit K un corps et V un K-espace vectoriel de dimension finie
(non-nulle). Soit G un groupe fini et

GL(V)

Pg

e
Py

—
—

un morphisme du groupe G vers le groupe linéaire de V'; on notera p, € GL(V') I'image d’un élément
g € G par le morphisme p.

Définition 5.1. On appelle endomorphisme d’entrelacement, une application K-linéaire de V sur V/,
¢ € End(V) qui commute avec tous les p,:

Vg e G, popy=pgop
et on note 1’ ensemble des endomorphismes d’entrelacement
End,(V) := {¢ € End(V), Vg € G, pop, = pyo¢}.

Le Lemme de Schur qui est I'objet de cet exercice établit une propriété fondamentale de I’ ensemble
des endomorphismes d’entrelacement sous une hypothése supplémentaire.

Définition 5.2. On dit que V est p-irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels de V' qui sont
stables par tous les p, sont les sous-espaces vectoriels triviaux, c’est a dire {Oy} et V: si U C V est
un sous-espace vectoriel de V' qui satisfait

Vge G, p,(U)CU
alors U = {Oy} ou U = V.

On rappelle également que le corps des nombres complexes C est algébriquement clos, ¢’est a dire que
tout polyndome unitaire de degré d > 1, P(X) = X% + ag_1 X4 '+ -+ + a; X + ag admet au moins
une racine complexe: il existe A € C tel que P(\) = 0.

Q1: Montrer que End,(V) est un sous-espace vectoriel ainsi qu’ un sous-anneau de la K -algébre
End(V) (pour laddition et la composition des endomorphismes).

Solution:
Soient ¢, € End,(V'), on a pour A un scalaire et g € G

(Ap+1)opg=Apops+1op;=Apgop~+psoth=pgo(rp+1))

donc End, (V') est un SEV. De plus Idy € p, (car I'identite commute avec tous les endomorphismes
et en particulier les p,) et

potpop,=pop;oth=pjopor
et donc p, est stable par composition. C’est donc un sous-anneau et une sous-K algebre.

@2: On suppose dans la suite que V' est p-irréductible. Montrer que tout élément non-nul ¢ de
End, (V) est inversible et que son inverse o~ appartient & End,(V'). Pour cela on considerera (au
choizx) ou bien son noyau ker(v) C V' ou bien son image Im(p) C V' (ou bien les deuz).

Solution:
Soit ¢ € End, (V') non-nul. Soit v € ker¢. On a pour tout g € G

P(pg(v)) = pg(p(v)) = py(0) = 0

et donc py(v) € ker .
Ainsi p,y(ker(p)) C ker(p) et ker ¢ est stable. Comme ¢ est non-nul, ker(y) # V et ker ¢ = {0}. Ains
¢ est injective donc bijective (car ¢ est un endomorphisme).
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On a pour tout g € G
(popg) ™ =(pgop)™

et c’est egal a

pgrop =g lop!

c’est a dire
Pg—1 © 90_1 - 90_1 O Pg-1
et on remplace g par ¢g~! pour conclure que ¢~ € End, (V).

Q3: On suppose (en plus de la p-irréductibilité) que K = C est le corps des complexes. Soit
¢ € End,(V), montrer qu’il existe A € C tel que oy := ¢ — AIdy n’est pas inversible (pensez au
polynome caractéristique) et montrer qu’en fait

Solution:
Soit le polynome caracteristique

Pearp(X) = det(XIdy — )

c’est un polynome en \ a coefficients dans C et de degree dim V' > 1. comme C est lagebriquement
clos il admet une racine: il existe A € C tel que

det(ANIdy — ) =0

et donc Aldy — ¢ = —¢) n’est pas inversible. Mais A\Idy € End,(V') (car les AIdy commutent avec
tous les endomorphismes en particulier les p,) et donc

oy = — Aldy € End,(V)
Comme @, n’est pas inversible il doit etre nul (Q2) :

@4: On suppose en plus du reste que G est un groupe commutatif. Montrer que
a pour tout g € G, p, appartient a End,(V),
b on a dime(V) = 1.

Solution:
a. Pour tout ¢ € G

Pg O Py = Pg.g" = Pg'.g = Pg" © Py
donc p, € End, (V).
b. Ainsi (Q3) pour tout g € G on a p, = A\,.Idy (p, est une homothetie). Si W C V est un sous-espace

quelconque de V' alors W est stable par toutes les homotheties et en particulier par les p, mais par
irreductibilite W doit etre soit nul soit V' tout entier. Cela force V' a etre de dimension 1.
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