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Thwm RM% :

Nous avons terminé la semaine passée en identifiant I’espace vectoriel de toutes les applications
linéaires entre deux espaces de dimension finie avec un espace vectoriel de matrice .)Nous allons
voir aujourd’hui que cette identification est aussi compatible avec le produit. Nous verrons ensuite

quelques matrices élémentaires que nous utiliseront dans les cours suivants.

U, W K espoce vedosiel , dim W2 T Py, W) — M (¥

1 Espaces vectoriels de dimension finie

Pour commencer, nous voulons réfléchir a la signification du choix d’une base B = (ey, ..., e,)
d’un K-espace vectoriel V' de dimension finie n. Nous nous en servons pour écrire la matrice d'une
application linéaire a : V' — V| mais aussi pour se représenter les éléments v € V comme des

vecteurs écrits en colonne :
w M
.
v= 2 i el = | i
(:=4 \
Mg
ou les \; sont les coefficients des vecteurs de base e; dans I'expression de v comme combinaison
n
linéaire des e;. Explicitement, v = g i€
i=1

Mais alors, si V' est un R-espace vectoriel de dimension 2, nous identifions les éléments de V' avec

a
des vecteurs (b) ou a,b e R!

Théoréme 1.1. Soit V un K -espace vectoriel de dimension finie n. Alors il existe un isomorphisme
d’espaces vectoriels o : 'V — K.

2
s exeunple douns \TZT.XJSZ mumn de b beoe B:(x,x,i))

a 3
foul fo\bvmvwb axt+bx¥re = | < R
c/8
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Démonstration. On choisit une base B = (e1,...,e,) de V et on définit o : V' — K™ de la fagon

suivante :

w
2 (e1) = (0‘,0',-'-;13%'"' ,0) € K
L"”“'poal\r{ow

fr Ynianile | st v = 3 Niep | alors a(v) = (A-,X; A

3\ 5' a.ai\' 0\1 ww NOMM,P‘Q\J.'JMC o
Lo mjehve car Ker@) =209

- U ek kw AJL mime dhwension = A lnyujriut = L’b“’\'{"‘-

0

Exemple 1.2. Soit Q[z]=® I'espace vectoriel rationnel des polynéomes a coefficients dans Q de
degré < 5. 6

¢ ot un EV o Amrensvon E = t'.&omorp\uz. o @O

2 Produit et composition

Soit K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension finie m et W un K-espace vectoriel
de dimension finie n. Fixons une base B = (ej,...,¢e,) de V et une base C = (fi,..., f,) de W.
Considérons l'application T : L(V, W) — M« (K) qui envpie une application linéaire o : V- — W
sur la matrice (a)§ dont les colonnes sont les m@%‘

exprimés dans la base C. Nous avons démontré que cette application est un isomorphisme de

es images des vecteurs de la base B

K-espaces vectoriels. Montrons a présent que cet isomorphisme respecte aussi le produit.

Il R =J et =shv >

produit A- B € M,,(K) est la matrice C' dont le coefficient

e m
.v’b (.0‘ Cik = Zaijbjk.
bt
.lw'{%u(&h-- °'i0§ i = Cik
buk
Anxm ' Bmxp = C"x'P 2
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On ne peut donc multiplier A avec B (dans cet ordre) si et seulement si le nombre de colonnes

de A est égal au nombre de lignes de B. On multiplie "ligne par colonne".

Exemple 2.2.

0 e o @-2
(1 0 —1) Lol
) =
20\ o 1 0 /o
Lorsque n = m, on peut multiplier deux matrices carrées n X n entre elles et on retrouve une

telle matrice carrée.
Théoréme 2.3. Les matrices carrées M, (K) forment un anneau.

Ajoutons a notre panoplie un K-espace vectoriel ﬂ' de dimension finie p muni d’une base
D=(g1,---,9p)

Proposition 2.4. Soit a : V. — W et f: W_— U deux applications linéaires. Alors T'( o o) =
T(B)T(a).

Démonstration. Puisque T est déterminée par les images des vecteurs de base, il suffit de suivre les
vecteurs e; au travers de «, puis . L'image «(e;) s’exprime comme combinaison linéaire Y a;; f;,
si bien que la i-éme colonne de la matrice T'(«x) est constituée des coefficients a;;. La matrice T'(Soa)
est déterminée par les images des e; et nous calculons donc n P
Y
Alx(ed) = Al ash) = Z apAlR) = Zoy 2.9,
3:4 0 & + )1 >4
n { A Unboice, (0, _ /5' ({;3)
= 2 2 opby 9, = 2 |2, Bk %) 9%
ds? I A Pza 63‘1 7
Le k-éme coefficient de la i-éme colonne de la matrice de 8 o a est Z bijaj;, c’est-a-dire, par
j=1

définition du produit matriciel, le k-éme coefficient de la i-éme colonne de la matrice T'(5)T(«). O

Exemple 2.5. Soit F,[z]=* Pespace vectoriel des polynomes de degré < k a coefficients dans le
corps & p éléments F,. On considére les applications linéaires « : Fp[x]=? — F,[x]=! définie par la

dérivation, et 8 : F,z]st — F,[z]=? définie par la multiplication par z. Quelle est la matrice de
foa?
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On choisit les bases (1,2, 22) de F,[z]<? et (1,2) de F,[z]<"
Ona a(l)=0 , a(0=4 u(x?)=2x (duws Fpome p2)
=5 T(O():(g ’L g)

Do mdwe ) (4.) ) /(%) =
T(/'ﬂ (o A

2

©O O ©
Veibrows que T(/b)‘T(d)Z (Z ;)(%1%): g i g 0

Potr Qx 36 co[a\qwe, ) (/ﬁvou)(xz) = /b(d(xz)>:/)>(2°‘) = ZXQ: g

Lorsque n =m et V=W = U est muni d’une base B, on en déduit que le produit de 'anneau Mh (k)
correspond via T" & la composition des applications linéaires. En particulier, I'image de I'identité
Id :V — V est la matrice unité I ou I, dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1 et tous
les autres sont nuls. Elle a la propriété que A-I = A =1-A puisque o Id =« = Ido a.

Proposition 2.6. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie n muni d’une base (e, ..., €y).
Alors T : L(V) — M, (K) est un isomorphisme d’anneau.

En fait, les structures de K-espace vectoriel et d’anneau de M, (K) sont compatibles dans un
sens précis. On dit que M, (K) est une K-algébre.

3 Matrices particuliéres

Voyons maintenant quelques matrices dont la forme est si spéciale qu’elle mérite un nom par-
ticulier. Une matrice carrée A de taille n x n est dite triangulaire supérieure (respectivement
inférieure)

St L>§ = a.c‘s:O (si 'é>‘,, ) &eb;o>

Si on appelle diagonaux les coefficients a;; de la matrice, cela signifie que les coefficients en-dessous
(respectivement au-dessus) de la diagonale sont tous nuls.
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110
Exemple 3.1. La matrice | 0 1 1 | est triangulaire supérieure. En effet,
0 0 2

Une matrice qui est a la fois triangulaire supérieure et inférieure est dite diagonale. Les seuls
coefficients non-nuls d’une telle matrice A sont donc les a;; et on note parfois diag(aji, ..., an,)
pour une telle matrice. Vue comme matrice d’une application linéaire o : V' — V pour la base
B=(ey...,e,), cela signifie que a(e;) = aze;. Chaque vecteur de base est envoyé sur un multiple
de lui-méme.

La matrice unité I de M, (K) est diagonale. C’est diag(1,...,1).

300
Exemple 3.2. Considérons la matrice diagonale D = [ 0 3 0| € M;(R). Alors, si on interpréte
00 3
cette matrice comme celle d’une application linéaire de R?* muni de la base canonique,
o [ bt 2
De,.b = Se,L powr =423

01%\' ‘Q& Wlo{‘fuu_ A.o, [1homopﬂ&r«t\'& JUL m—’opmj' 3 ej' Jﬂ,cm)i&(b',l’w)

Définition 3.3. Soit 1 <7 < m et 1 < j < n. La matrice e;; € M, (K) est celle dont tous les

coefficients sont nuls, sauf celui de la i-éme ligne et j-éme colonne qui vaut 1.

© © O
° A

forment une base, dite canonique, de M,,«,(K). C’est cette base qui nous a permis de calculer

Ainsi, si m = 2 et n = 3, la matrice ey3 est . Nous avons déja vu que ces matrices

la dimension de M,,,(K). Que se passe-t-il lorsqu’on multiplie une matrice par e;; ? Puisque le

produit se calcule ligne par colonne et que la seule ligne non nulle de ¢;; est la i-éme

©° =ev - o ‘c\ a‘ll A a’l'f’l O - - -, o
4 1 e as; ... a 0-—-~. ©
Cit = o | 2 2N D Le )y
b & e o J a"%d' - . 0-8“' A‘ a® aae a.§ L ‘ 8%

e

) wlowne IR

est la matrice dont

‘Qll RM-\.L QASBV\L V)ov»-wu.b -c,&" 'Qo. -ce.mc,) cpubk\'&ée_ &L \a., ‘i)e'whgm A,g_A
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Définition 3.4. Soit 1 <i # j <net A € K. La matrice élémentaire E;;(\) € M, (K) est I+ Xe;;.

Que se passe-t-il lorsqu’on multiplie une matrice par E;; ? Soit A € M,,x,(K) et E;j(\) =
I+ Xe;j € M,(K). Alors,

By (M) - A =(Trheg)a = A de-A
C&)‘r \a- \Ma}wc_c A @ lA‘[u.lJlll— own o,\o\,.\'c )\ %\s .Qo_ \tavm (\ a, la au.c. a,

Ecb()\\=( o~ 4

A
Définition 3.5. Soit 1 <i <netpu € K*La matrice élémentaire D;(pu) € M, (K) est I+(u—1)eii.=( b )
La matrice D;(u1) est donc \wae D &.Afasouw\t- dont b deuls a@m

evec I,,, e,g\— que ‘Qe, Q. :/U-,

Di(p)- A dowe & wohice A duw Bagualle & i oo et
Mu\\fé‘o\;&é& por M.

1’- 1) (ue

Définition 3.6. Soit 1 < i < j < n. La matrice élémentaire P;; € M,(K) est I —e; —ej;+ei;+€ji.

o1

Lorsque n = 2, la matrice Py est 4 0] En général, pour obtenir P;; a partir de I on

—

échange les lignes 7 et j. Lorsqu’on multiplie par F;;, on échange les i-éme et j-éme lignes.

ailp Qa2 O oA [ Qopr 031 Q32
Exemple 3.7. Calculons Pi3 | ag; age | = [ O A4 © || &y %o = | &y O,
aszy Az A © 0O Qg A3 6. Oaz

4 Matrices inversibles

Les matrices élémentaires que nous retrouverons a I’heure de résoudre des systémes d’équations
sont des cas particuliers de matrices que 'on peut "inverser". Nous avons vu que M, (K) est un
anneau, mais en général pas un corps, il y certaines matrices qui admettent un inverse et d’autres
pas.

Définition 4.1. Soit A € M, (K). La matrice A est inversible s’il existe une matrice B € M, (K)
telle que AB = I = BA. On note alors B = A~!. L’ensemble des matrices inversibles est noté
GL,(K).




Opérations élémentaires Euler 3éme année

Nous savons que si I'inverse de A existe, il est unique. Nous savons aussi que G L, (K) forme
un groupe pour la multiplication. En principe, il n’y a pas de raison générale pour que AB = [
implique BA = I, mais c’est toujours le cas! Il n’importe donc pas de trouver I'inverse & "droite"

ou & "gauche".
Proposition 4.2. Soit A, B € M, (K) telles que AB = 1. Alors BA=1.

Démonstration. Considérons Iapplication linéaire a : M, (K) — M, (K) définie par a(X) = BX.
Toediol : St BX=0 = X=1X - (A8)x =A(8X)sAD=0
= Kee(a)= 7 0]
Comme  Qos espaces de J.Zpar,' of & aurnvee ot mmen-e
Abmension lv\]u‘aivité (= b‘a'wkw\'é
2 il ek C Yelle que BC -1
on ¢ =Tc =(AB)c = A(Bc) =AT=A
Ywe C=A 2f BC= RQA =1

Exemple 4.3. Les matrices E;;(\), D;(11) et P;; sont inversibles.

_Jnverse Ge ?L‘a est ?c‘é ( on écglma:. 2 Pots Qes lignes i k) )
. tnvecte de 'DL (/A\ otk DL (/L-d') (/l» _—/o>
. fviverse do EC‘B ()\) esk E‘& (“/\>

Reéfléchissons un instant a la signification de l'inversibilité en termes d’applications linéaires
plutot qu’en termes de matrices. Soit o : V' — W une application linéaire et A sa matrice pour
un choix de bases. Il n’y a de sens a parler d’inverse que si A est une matrice carrée, si bien que

I’on peut supposer que V' =W et que I'on choisit deux fois la méme base B de V. Autrement dit,
A= ()8



Opérations élémentaires Euler 3éme année

Théoréme 4.4. La matrice A = (a)8 est inversible si et seulement si a est un isomorphisme.

Démonstration. Si o est un isomorphisme, on peut considérer ’application réciproque a=t : V —

1

V. 1l s’agit d’une application linéaire (voir les exercices) telle que o~ o @ = Idy. Par conséquent,

si B est la matrice de a~! dans la base B alors 5 g
BA = ) (O{ (d ' oL>B :(IA)B

ce qui montre que A est inversible.

Réciproquement, supposons que A est inversible et soit B son inverse. On définit g : V — V
comme étant I'unique application linéaire dont la matrice est B dans la base B. Ceci signifie que
Ble:) = >, bjiej et, par linéarité, si v = >, Aie;, on a B(v) = 37, > Aibjie;. Alors o a a pour
matrice BA = I. Autrement dit, T(5 o a) = T'(Id). Comme T est un isomorphisme (d’espaces

vectoriels et d’anneaux) on en déduit que 5o a = Id. De méme a0 = Id. O

Exemple 4.5. La symétrie axiale ¢ d’axe x = y est une application linéaire du plan réel qui est

bijective.
DC Fku,) ) O o = Io‘

(o
“&\'\A‘a%‘r\km&m" ) (zla. :stavu"cut Qu:, Lon wahice T(d'\ = (/(
'&S\' Hdwn P&opm ‘imerie . E/\ e(}&}

A O
o A - ::-I
(04 (40 ”04) ‘

4 0
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b
Exemple 4.6. Soit la matrice A = <a d) € M5(R). On aimerait calculer son inverse.
c

Aeb(A) = ad-be O alos
_4 A T
A< o e

-1 o b al. ~b A
On Vé“i?"" que AA = ( )(-c &)WA)
<o_,d,—- ‘JC _a,lo + ba

3

(

ed -de —ch +°\'°“

S

T
A
By dok (4) =L,

-—.

At A
de wmeme AT A

Tu verras 'année prochaine que cela se généralise pour toutes les matrices carrées :

Théoréme 4.7. Une matrice A € M,(R) est inversible si et seulement si det(A) # 0.



