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Question 1

Considérons la forme bilinéaire (-,-) sur R"*" par (A, B) := Tr(AT B). Posons
également le groupe orthogonal O(n) := {S € R™*" : §TS = [}.

1.

(3 points) Montrer que (-, -) définit un produit scalaire de R"*™ qui induit
la norme de Frobenius ||| .

(2 points) En déduire que la norme de Frobenius est invariante par action
a gauche et a droite du groupe orthogonal. C’est-a-dire, montrer que

1SAllp = AS]p = lAlz VS € On).

En particulier, on a ||S||f; = n pour tout S € O(n).

(1 point) En déduire que, pour toute matrice A € R™*™, minimiser

|A = S||% sur S € O(n) est équivalent & maximiser (A, S) sur S € O(n).
points ontrer que, s1 X € est diagonale a coetlicients positifs

2 poi M i¥eRP" diagonale 3 flici itif

ou nuls, alors Iidentité I € O(n) maximise la quantité (3, .5), S € O(n).

Indice : montrer d’abord que |S;;| < 1 pouri=1,...,n.

(2 points) Soit A = UXV la décomposition en valeurs singulieres d’une

matrice A € R™*™ quelconque. Décrire les propriétés de U, X et V' données
par le théoreme de décomposition.

Conclure, a I'aide des questions précédentes, que UV est une des matrices
orthogonales les plus proches de A. C’est-a-dire,

UV e in [|A—S]..
arg min | | =



Question 1 - solution
a) e Leproduit bilinéaire est symétrique : (A, B) = Tr (AT B) = Tr (ATB)T) =
Tr (BT A) = (B, A).
e Le produit bilinéaire est défini positif : (A, A) = Tr (ATA) = 37, A7, >
0 avec égalité si et seulement si A = 0.
e Le produit bilinéaire induit la norme de Frobenius : (A, A) = Tr (AT A) =
iy A = 141l
b) e Pourtout S € O(n), ||SA||§; = (SA,SA) = Tr ((SA)TSA) = Tr (ATA) =
|A|| %, car STS =1.
e Similairement, | AS|% = (AS, AS) = Tr ((AS)T AS) = Tr (AT ASST) =
|A|| %, puisque Tr (AB) = Tr (BA) et SST = 1.
o IS5 =17 =n.

¢) e OnalA-S|% = |Al% + SI3 — 2(4,8). Comme ||S|% = n est
constant, minimiser & gauche est équivalent & maximiser (A4, S).

d) e Pour tout S € O(n), STS = 1 implique que les colonnes de S sont
orthonormals. En particulier, les colonnes sont de norme 1, et donc
chaque composante de S est inférieurs a 1.
[} <Z,S> = TI‘(ETS) = Zij ZjiSji = Zz Z”S” S Ez Eii = <Z,In>
d’aprés S” S 1.

e) e U,V sont réelles, orthogonales dans R"*". ¥ € R"*" est diagonale
avec diagonale positive ou nulle.
o ||A— S||?¢ = ||[UZV — SH?m =z UTSVTH; par la question b).

e Ceci est minimisé lorsque UTSVT = 1, c’est-a-dire S = UV, par la
question d).



Question 2

Soit K un corps, A € K™ " et f(z,y) := 2T Ay une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée de V = K.

1. (1 point) Montrer que ker(A) = {0}, et donc que A est de rang plein.

Considérons désormais un sous-espace quelconque W de V de dimension m.
Posons wy, ..., w,, une base de W. Définissons 'application ¢ : V — K™ par
o(v); := f(v,w;) pour tout i =1,... ,m.

2. (3 points) Montrer que ¢(v) = QAv, pour une matrice @ € K™*™ de rang
m.

3. (2 points) Montrer que ker(¢) = Wt :={v e V | f(v,w) =0 Yw € W},
et que rang QA = m.

4. (1 point) En déduire que dim(W) + dim(W+) = dim(V).

5. (2 point) Montrer que W N W+ = {0} est équivalent au fait que fy
soit non dégénérée.

6. (1 point) Conclure que V =W @ W+ si et seulement si Jiwxw est non
dégénérée.
Question 2 - solution

a) e Ax = 0 implique que f(y,z) = 0 pour tout y. Donc x = 0 car f est
non-dégénérée.

wi Av wiA wl
b) e ¢(v) = = v=QAv,ou Q=] : | e R™*",
wl Av wh A wk

e Comme les lignes de ) sont linéairement indépendantes, rank (Q) = m.
c) o Si¢p(x)=0,alors f(v,w;) = 0 pour tout 4, et donc f(v,w) = 0 pour
chaque w € W par linéarité.
e Si f(v,w) =0 pour tout w € W, alors, en particulier, ¢(v) = 0.
e Comme A est de rang plein, on a rank (QA) = rank (Q) = m.

d) e Lethéoréme durang donne dim(V') = dim ker ¢+rank (QA) = dim(W+)+
dim (W), par b) et c).

e) o SiWNWL =0et f(w,w') =0 pour certains w € W et chaque w’ € W,
alors w € W+ et w = 0. Cela montre que la restriction de f est non
dégénérée.

e Sila restriction de f est non dégénérée et w € WNW =, alors f(w,w') =
0 pour chaque w’ € W. Par conséquent, w =0 et W N W+ =0.



f) e WnNWL =0etdim(V) = dim(W+) + dim(W) implique que V =
W & W, puisque la concaténation des bases de W et W+ donne une
base de V (elle est linéairement indépendante et de taille n).



Question 3

Soit A € R™*"™ une matrice non nulle. Posons o1 > .-+ > o, > 0 les valeurs
singulieres non nulles de A, et ||-|| z la norme de Frobenius.

1. (1 point) Montrer que r > 1 (A admet au moins une valeur singuliére non
nulle).

2. (3 points) Montrer que, pour tout k € {1,...,7}, on a
Vk-op < ||A|lp < Vr-o1.

3. (2 points) En déduire qu’il existe une matrice B € R™*™ de rang inférieur
ou égal a k telle que la plus grande valeur singuliere de (A — B) est bornée
supérieurement par ||A| g/Vk + 1.

Question 3 - solution

a) e Si aucune valeur propre non nulle n’existe, alors la décomposition en
valeurs singulieres A = UXV, avec 3 = 0, signifie que A = 0, ce qui est
supposé ne pas étre le cas.

b) e Selon le cours, [|A]|7, =1 02, et 01 > - > 0.

2 k
JAlIF > Y, ok + E::k+1 0 = ko?.

Al < S5, ot =rot.

c) e Soit A = UXV la SVD de A. Nous prenons les k premieres valeurs
01

singulieres pour construire B. B =U V, ce qui im-
o
0
plique que A—B a pour plus grande valeur singuliere oj41 < [|Al| - /VEk + 1,
selon b).



Question 4
Soit A € R™*™ une matrice symétrique et soit
A1
A=U- Ut
An

une factorisation de A telle que U = (uq,...,u,) € R™*™ est orthogonale et
AL 2> 2> A

1. (2 points) Montrer que ’ensemble {uy,...,u,} forme une base orthonor-
male de vecteurs propres de A associés aux valeurs propres A, ..., Ap.

2. (4 points) Montrer que, pour tout 1 < ¢ < n, on a

max ! Az = Arg1,
zes"t
rluy,...,xluy

et que uy41 est une solution optimale.

Question 4 - solution

a) e On a AU = DU, ce qui donne Au; = A\;u; pour chaque ¢. De maniere
équivalente, Au; = UDU ‘u; = UDe; = \iUe; = Mju;.
e [ est orthogonal, donc ses colonnes forment une base orthonormale. En
particulier, u] u; = &;;.
b) e x=>",=awu;,donc Az =>" | = wAu; = > = ;.
e Les colonnes de U sont orthonormales, donc 2”7 Az = Y, a2);.
e Si x est orthogonal & uy,...,up, alors a; = ---=a, =0. Siz € "1,

2 T 2 2
alors » 3, af = 1. Donc 27 Az = 3, oA < A1 D y5p0 @5 = Aot

c) e U est orthogonal, donc ugy1 appartient a la sphere et est orthogonal &
UL, ...y Ugp. uZTHAqu = A1



