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1 Polynémes

1.1 Notions fondamentales

Soit R un anneau. On se souvient que cela signifie que R est un ensemble, muni des
opérations binaires +: R x R — Ret - : R X R — R telles que :
(R1) a +b=0b+ a pour tout a,b € R.
(R2) a+ (b+c) = (a+0b)+c, pour tout a,b,c € R.
(R3) 1l existe un élément 0 € R tel que 0 + a = a pour chaque a € R.
(R4) Pour chaque a € R il existe un élément —a € R tel que a + (—a) = 0.
(R5) a(bc) = (ab)c , pour tout a,b,c € R.
(R6) 1l existe un élément 1 € R tel que a-1 = 1-a = a pour chaque a € R.
(R7) a(b+c) =ab+acet (b+c)a =ba+ ca pour tout a,b,c € R.
Si, de plus, on a
(R8) ab = ba pour tous a,b € R .

alors I’anneau R est appelé anneau commutatif. Le centre de R est ’ensemble Z(R) =
{r € R: ra = ar pour tout a € R}. Un élément a # 0 de R est un diwiseur de zéro s'il
existe un b #£ 0 tel que ab = 0 ou ba = 0. Un anneau commutatif sans diviseurs de zéro
est appelé anneau intégre.

Exemple 1.1. i) Les nombres entiers Z avec l’addition et la multiplication standard
forment un anneau commutatif sans diviseurs de zéro. Z est donc un anneau intégre.

il) 5-Z = {bz: z € Z} avec 'addition et la multiplication standard n’est pas un anneau.
L’axiome (R6) n’est pas satisfait.

iii) L’ensemble des matrices Z2*? avec 1'addition et multiplication des matrices est un
anneau non commutatif avec des diviseurs de zéro.

96 - ()
L6 - 6

£968 - 6



1 Polynémes

Un élément 7 € R est inversible s'il existe un élément 7% € R tel que

On dénote ’ensemble des éléments inversibles par R*. On se rappelle que (R*,-) est un
groupe, le groupe des éléments inversibles. Un anneau intégre tel que R\ {0} = R* est
un corps.

Exercice 1.1. Soit R un anneau et r € R*. Alors r n'est pas un diviseur de zéro.

Exercice 1.2. Soit R un anneau et R™*™ ’anneau des matrices n x n sur R. Montrer que
le centre de R™*™ est Z(R™"*") = {al,: a € Z(R)}.

Exercice 1.3. Soit R un anneau, alors I’élément 1 est unique.
Théoreme 1.1. Soit R un anneau, alors il existe un anneau S O R (R est un sous-
anneau de S) et un élément ¢ € S\ R tel que
(1) az = za pour chaque a € R.
(1) Siao+ai1z+---+a,z™ =0 et a; € R pour tout 1, alors a; = 0 pour tout ¢.
Ce théoréme est démontré dans le cours anneauz et corps. Il nous donne une maniére

formelle d’introduire le concept d’une indéterminée (ou variable) qui n’est autre que
ledit élément z € S\ R.

Définition 1.1. Un polynéme sur R est une expression de la forme p(z) = ag + a1z +
-+ anz™, oun €N, a; €R pour tout 7. L’élément a; est le i-eme coefficient de p(z).
L’ensemble des polyndmes sur R est dénoté par R[z].

Exemple 1.2. i) p(z) = 3 + 22 + 5z* € Z[z].
i) p(e) = (19) + (§1)2° € 22°?[a].
Théoreme 1.2. R[z] est un anneau. St R est commutatif, alors R[z| est commutatif.

St R est anneau sans diviseur de zéro alors R[z| est un anneau sans diviseur de
zéro.

Démonstration. 1l faut montrer que pour deux polynémes f(z) = ag+a1z+---+anz"
et g(z) =bp + b1z + -+ byz™ sur R,ona:

i) f—g € Rlz]et

ii) f-g € Rlz].
La somme s’écrit comme

max{m,n}

f@)+g(x)= > (a:i+b)z* € Rz, (1.1)

=1

oll a; = 0 pour 2 > n et b; = 0 pour 7 > m. Alors R[z] est stable pour +. L’inverse de
g9(z) est —g(z) = —bp —b1z--- — bpz™ € Rlz]. Alorson a f — g € R[z].



1.1 Notions fondamentales

Le produit de f et g s’écrit comme

p(z) - g(z) = aobo + (aoby + a1bo)z + (aobs + arby + agbg)z® + - - - . (1.2)
Bref, on a la formule

m-+n

f(z)-g(z) = > () ajbs)z* € Rzl (1.3)

i=1 k=i

C’est a dire que R[z] est stable pour I'opération - de S. Alors, R[z] est un sous-anneau
de S et donc R[z] est un anneau. La formule (1.3) implique que R[z| est commutatif, si
R est commutatif.

Finalement, si f(z) = ap + a1z +--- # 0 et g(z) = by + b1z + --- # 0 sont deux
polyndémes non-nuls et si R est un anneau sans diviseur de zéro, il faut montrer que
f(z)-g(z) #0. Soit n = max{i: a; # 0} et m = max{i: b; # 0}. Le coefficient de z™ "
du polyndéme f - g est a, - by,. Ce coeflicient n’est pas nul dés que R est un anneau sans
diviseur de zéro. O]

Exemple 1.3.

fz) = 3z2°+z+2
g(z) = 2z*+2z%+1
f(z)-g(z) = 62" +8x5+4z*+523+422+z+2

Proposition 1.3. Deuz polyndmes
p(z) =ag + a1z +asz®+ - et g(z) =by+ b1z +byz? + - -- (1.4)

sont égaux st et seulement si a; = b; pour tout © € N. Dans ce cas, on écrit

p(z) = q(z).

Exercice 1.4. Démontrez la proposition 1.3.

Définition 1.2. Le degré de p(z) = ag + a1z + asz? + --- # 0 est
deg(p) = max{:¢: a; # 0}

et deg(0) = —oo. Si p # 0, le coefficient aqeq(p) €st le coefficient dominant de p. Un
polyndéme de degré zéro est une constante.

Exemple 1.4. Soit f(z) = 2 + 3z + 523 € Z[z], alors deg(f) = 3 et le coefficient dominant
de f est 5.

Théoreme 1.4. Soit R un anneau, f,g € R[z|\ {0} tel que le coefficient dominant de
f ou de g nest pas un diviseur de zéro. Alors, deg(f - g) = deg(f) + deg(g).



1 Polynémes

Démonstration. Soient f(z) = ag+---+anz™ et g(z) = bo+- - - bz™ tels que an, by #
0. Le coefficient de z"*™ est ay, - by, # 0. Les coefficients de z*, £ > n + m sont tous
nuls. O

Un polyndme p(z) = ag+a12+---+a,z" € R[z| induit une application f, : R — R,
fo(r) = ao + a17 + -+ + an7™. Nous écrivons aussi p(r) pour fp(r) et on parle de
I’évaluation de p sur r.

Exemple 1.5. Soit p(z) = = € R[z] et g(z) = (z + a) € Rlz], alors p(z)g(z) = z° + az.
Quand est-ce que ’on a p(r)g(r) = (p- g)(r) ? C’est le cas si et seulement si

r’+ra=1%+ar

c’est-a-dire si et seulement si ra = ar. On attire 'attention sur le fait que cet exemple
traite de ’évaluation en r» € R de polyndmes. Ici, p(r)g(r) dénote 1'évaluation de p et ¢
en r puts d’en multiplier les résultats. Tandis que (p - ¢)() représente la multiplication
de p et ¢ puis on évalue ce produit en r.

Théoréme 1.5. Soit R un anneau et a € Z(R) un élément du centre de R. L’applica-
tion
®: R|z]

f(=z)

est un morphisme d’anneauz surjectif.

— R
= fla)
Exercice 1.5. Démontrer le théoreme 1.5.

Deux polyndémes différents p et ¢ peuvent induire la méme application f, et f;, méme
g’ils sont des polyndémes sur un corps K.

Exemple 1.6. Soit K = Zy, p(z) =  + 22 et q(z) = 22 + 23 deux polyndmes sur K. Il est
clair que p # q. Mais f, : K — K et f, : K — K sont les mémes applications car pour
tout z € Z» on a p(z) = ¢(z) = 0.

Par contre, si K est un corps infini, deux polyndémes différents induisent deux appli-
cations différentes. Nous allons voir les détails de ce fait maintenant.

Théoréme 1.6. Soit K un corps, 7o, ...,7n € K des éléments distincts (c.-d-d. m; # 75
pouri #j) et yo,...,Yn € K. Il existe ezactement un seul polynéme f(z) € K[z] de
degré au plus n tel que

f(r:) = y; pour tout ¢ € {0,...,n}.

Démonstration. Un polynéme f(z) = ap + a1z + - - + a,z™ satisfait f(r;) = y; pour

tout 7 si et seulement si le coefficients ao, ..., a, satisfont
1 7o -+ 18 ao Yo
AT O I I (1.5)
1 7r, ™) \an, Un



1.1 Notions fondamentales

La matrice Vo, . r, € K +1)x(n+1) 3 gauche de (1.5) est connue sous le nom de
matrice de Vandermonde des éléments rg,...,7r,. Le théoréme sera prouvé une fois
que nous aurons démontré que det(V,,, . ,.) # 0.

On démontre det(V;,,. r,) # 0 par récurrence sur n. Pour n = 0, le déterminant est
1. Pour n > 0, on soustrait r¢ fois la colonne n de la colonne n + 1. Apreés, on soustrait
7o fois la colonne n — 1 de la colonne n etc. Le résultat est la matrice

1 0 0

1 ri—7ro ri(ri—mo) -+ 7"?_1(7"1—7”0) (1.6)
L rn—7o Ti(rn—70) -+ 70 Yrn —rmo)

Le déterminant de la matrice (1.6) est celle de V... »,. Développement du déterminant
le long de la premieére ligne donne le déterminant de la matrice

r1—1ro 7i(r1—10) - 7‘{1_1(7'1 —79)
(1.7)
Tn—To Ti(Tn—70) -+ 70 Yrn— 7o)

Alors
det(Vrg,..rn) = (rn —10) -+ (r1 — 7o) det(Vey . r)

Comume les r; sont distincts, le produit (r,—7g) - - - (11 —7¢) n’est pas zéro. Par I’hypothese
de récurrence, det(V;, . ,.) # 0 et donc det(Vyyry,..rn) # 0. O

Le théoréme 1.6 ne contredit pas ’exemple 1.6 car le corps Z, n’admet que 2 éléments.
Il existe bel et bien un unique polyndme p € Zs[z] de degré inférieur ou égal a 1 tel que
p(0) = p(1) = 0. Une énumération des polyndmes possibles ou la résolution du systéme
linéaire donne p = 0.

Exercice 1.6. Montrer que le déterminant de V,, ., est
det(Vro,...rn) = H (r; —r3).
0<i<i<n

Exemple 1.7. On cherche le polynéme f(z) € Zs[z] de degré au plus 3 tel que f(0) = 2,
f() =2, f(2)=2¢t f(3) =3.

En trouvant I'unique solution du systéme

1 000 agp 2
1111 [ I
1 2 4 3 az | 2]’
1 3 4 2 a3 3
on obtient

ap 2

ay | 2

as - 2

as 1

Ainsi, f(z) = 2 + 2z + 222 + 3 est le polyndme recherché.



1 Polynémes

Corollaire 1.7. Soit K un corps infini. Deuz polynémes p(z), q(z) € K[z] sont égauz,
s1 et seulement si les applications f, et fq sont les mémes.

Démonstration. Si p = g, alors p(r) = g(r) pour tout r € K et donc f, = f;. D'autre
part, si f, = f4, on peut supposer qu'un des deux polyndmes n’est pas le polyndme 0
(s'ils sont tous les deux nuls, alors p = ¢). Comme p(r) = g(r) pour tout r € K et le
corps K est infini, les polyndmes prennent les mémes valeurs sur max{deg(p), deg(q)}+1
éléments de K. Il en résulte que p = g par le Theoréme 1.6. O

1.2 Divisibilité et racines

Soit R un anneau. La diviston avec reste est 1'opération suivante.

Théoreme 1.8. Sotent f,g € R[z], deg(g) > 0 et le coefficient dominant de g un
élément inversible de R. Il existe q,r € R[z] unique tels que

f(z) = q(z)g(z) + r(z)
et deg(r) < deg(g).

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur deg(f). Si deg(f) < deg(g), alors
onposegq=0cetr=7Ff.
Soit alors deg(f) =n > deg(g) = m et

f(@)=ag+ -+anz" et g(z) =bg+ -+ bpz™

oll @, et by, sont les coefficients dominants de f et g respectivement. Clairement

deg (f(2) - £72" "g(s) ) < deg(/(2))

et par hypothése de récurrence

f(z) - Zﬁm”*mg(x) — ¢(z)g(z) + r(z)

tel que deg(r(z)) < deg(g(z)). On obtient alors
a
£@) = (a(@) + 122" ) g(2) + ()
Supposons maintenant qu’il existe deux autres polyndmes ¢'(z) et 7'(z) tels que

f(z) = d'(z)g(z) + r'(2)
et deg(r') < deg(g). Alors

Par le théoréme 1.4

deg(r — r') = deg(q — ¢') + deg(g) > deg(y),
ce qui contredit le fait que deg(r) < deg(g) et deg(r’) < deg(g). O

10



1.2 Divisibilité et racines

Exemple 1.8. La division avec reste du polynéme z° + 222 + 1 par 2z% + z + 1 de Z3[z]
donne
z° + 222 +1= (22 +2)(22 +z + 1) + (z +2).

Définition 1.3. Un polyndéme g(z) divise un polyndéme f(z) s'il existe un polyndéme g(z)
tel que f(z) = g(z)-g(z). On dit que g(z) est un diviseur de f(z) et on écrit g(z) | f(z).

Exemple 1.9. Soient g(z) = 22+ 1 € Zs[z] et f(z) = 2 + 22—z + 1 € Zy[z]. On a
f(z) = g(z)(z + 1) et donc g(z) | f(z).

Définition 1.4. Soit p(z) € K[z] \ {0}. Un a € K tel que f,(a) = 0 est une racine de
f(=).

Exemple 1.10. Soit p(z) = z* + 23 + 22 + z + 1 € Zs(z), alors a = 1 est une racine de
p(z).

f

Théoréeme 1.9 (Théoreme fondamental de ’algébre). Tout polyndme p(z) € Clz] \ {0}
non constant admet au moins une racine compleze.

Théoreme 1.10. Soit f(z) € K[z]\ {0} un polyndme et a € K, alors a est une racine
de f st et seulement st (z — a) | f(z).

Démonstration. Si f(z) = g(z) - (z — a), alors f(a) =
= 0 implique que f = 0 et (z — a)

Dans l'autre sens, si f est une constante, f(a)
divise f.
Si f n’est pas une constante, il existe g(z) et r(z) tels que

f(z) = g(z) - (z — @) +r(2)
avec deg(r) < 0. Alors f(a) = 0 implique r = 0. O

Définition 1.5. La multiplicité d'une racine o de p(z) € K[z]\{0} est le plus grand entier
1 > 1tel que (z—a)* | p(z). Sip(z) est le polyndme caractéristique d’un endomorphisme
d’un espace vectoriel, on appelle la multiplicité de o la multiplicité algébrique.

Exemple 1.11 (Suite de I’exemple 1.10). Le polyndme p(z) = z* + 23 + 2?2 + 2+ 1 € Zs
est divisible par z — 1, et

p(z) = (22 +2*x2?+3xz+4)(z —1).
De plus, 1 est aussi une racine de z° + 2 * 22 + 3 * ¢ + 4. En fait
4+ 1= (z—1)%

alors la multiplicité de la racine 1 de p(z) est 4 parce que (z — 1)* divise p mais pas
(z — 1)°, en tant que polynéme de degré 5 (théoréme 1.4).

11



1 Polynémes

1.3 Factorisation de polyndbmes sur un corps

Dans cette section, on fixe un corps K.

Définition 1.6. Un polyndéme p(z) € K[z] \ {0} est wrréductible, si
i) deg(p) > 1 et
ii) si p(z) = f(z)g(z) alors deg(f) = 0 ou deg(g) = 0.
Exemple 1.12. 1. Chaque polynéme linéaire p(z) = az + b € KJz], a € K \ {0} est

irréductible. En effet, si p(z) = f(z)g(z) et deg(f) > 0 et deg(g) > 0, alors le
théoréme 1.4 implique que deg(p) > 1.

2. 2 + 1 € R[z] est irréductible. Autrement, il existe un polyndme linéaire f(z) =
z—a € R[z] qui divise f ce qui implique que a est une racine de z2+ 1. Cependant,
aucun nombre « réel ne satisfait a® = —1.

Théoreme 1.11. Soient f(z) et g(z) deuz polynémes sur K non tous deuz nuls et soit
I={u-f+v-g:u,v € K[z]}.
Il existe un polyndme d(z) € Klz| tel que
I={h-d: heKz]} (1.8)

Démonstration. Remarquons que I contient des polynémes non nuls (notamment f ou
g). Soit d € I'\ {0} de degré minimal et v/, v’ € K[z] tels que

u-f+v-g=d.

Soit u- f+wv-g € I. La division avec reste donne u- f +v-g = gd+r, avec deg(r) < deg(d).
Alors

r=(u-qu) f+{v-qv)-g€el
et par minimalité de d € I'\{0}, r = 0. Ainsi il existe un h € K[z] tel que h-d = u-f+v-g.
Il est clair que h - d € I pour tous les h € K|[z] et 'assertion est démontrée. O

Définition 1.7. Un polynéme f(z) € KJz]\ {0} dont le coefficient dominant est 1 est
appelé polyndéme unitaire.

Définition 1.8. Soient f, g € K[z] non tous deux nuls. Un diviseur commun de f et g est
un diviseur de f et g.
Théoreme 1.12. Soient f,g et d comme dans le théoréme 1.11.

1) d est un diviseur commun de f et g.

1) Chaque diviseur commun de f et g est un diwviseur de d.

11) St d est unitaire, alors d est unique.

12



1.3 Factorisation de polyndémes sur un corps

Démonstration. L’assertion i) suit du fait que f,g € I et de (1.8). Soient u,v € K|z]
tels que d = u- f+v- g et soit w un diviseur commun de f et g. Alors il existe f/, ¢’ € K[z]
tels que f = f'w et g = g’w. Par conséquent

d=(u-f'+v-g')w,
ce que montre que w | d et ii). Soient d et d’' deux polyndmes unitaires satisfaisant (1.8).
i) et ii) impliquent que d | d' et d’' | d. Alors il existe 2,2’ € K[z] tel que d = d'2’ et
d' = dz. Par suite, d = d- z - 2. Le theoréme 1.4 implique que 2,2’ € K. Et comme d et

d' sont unitaires, z = 2’ = 1, ce que démontre iii). O]

Définition 1.9. L’unique polynéme unitaire d € K[z satisfaisant (1.8) est appelé le plus
grand commun diwviseur de f et g. Il est noté gcd(f, g) ou pged(f, 9).

1.3.1 L’algorithme d’Euclide

Pour calculer le plus grand diviseur commun de f(z) et g(z) on peut utiliser I’algo-
rithme d'Euclide. Soient fo, fi € K[z] pas tous les deux nuls et deg(fo) > deg(f1). Si
f1 =0, alors

gcd(fo, f1) = fo-

Autrement, on applique la division avec reste

fo=aifi1+ fo,

ol q1, fo € Klz] et deg(f2) < deg(f1). Un polynoéme d € K|z] est un diviseur commun de
fo et f1 si et seulement si d est un diviseur commun de f et f». L’algorithme d’Euclide
est le procédé de calculer la suite fo, fi1, fo,..., fx—1, fx € K[z] ou deg(fx—1) >0, fr =0
et
ficir=qifi + fira

est le résultat de la division avec reste de f;_1 par f;. Le procédé se termine toujours
car la suite des degrés {deg(f;)} est entiere et strictement décroissante (méthode de
descente infinie de Fermat). Le dernier reste non nul fr_; est un multiple constant de
gcd(fo, f1) @ il suffit de diviser par le coefficient dominant pour le rendre unitaire.

Exemple 1.13. On calcule le plus grand diviseur commun de fo = 4z®+2% 422242 € Zs[z]
et fi =3z* + 2%+ 22% 4 2z + 2 € Zs[z].

g1 = 32% + 4z + 2, fo = 42® + 42® + 3z + 3,

g2 =2z +2, fs =322+ 1,
Q3:3$+3, f4:0.

Alors tout diviseur commun de fo et fi divise fs = 322 + 1 et fs est aussi un diviseur
commun. On divise par 3 (ou multiplie par 2) et on obtient gcd(fo, f1) = 22 + 2.
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1 Polynémes

Le calcul des suites f; et g; donne aussi une représentation ged(fo, f1) =u- fo+v- fi1,

u,v € Kz]. En effet
i\ (0 1 fic1
firi) \1 —ai) \ fi
fe—1\ _ (0 1\ (0 1) ([fo
fo )\l —ax 1 =) \fr)

Exemple 1.14. On continue ’exemple 1.13.

3z+3 z3+4z2+22 \ [0 1 0 1 0 1
2 +2c+2 2z 4+4z2+3 ) T\ 1 2242 1 3z+3 1 22°4+2+3

et

et alors

3z2+1 | 3z+3 z®+4z?+2z 4z° + z* + 22% + 2
0/ \ z°+2z+2 2z*+42%2+3 3zt + 28 +2z2 422 +2 /-

?+2 )\ T+ 1 223+ 327 +4z 4z°% + 2% + 227 + 2
0 ) \ 222+4z+4 4z*+3z2+1 3zt + 23+ 222 + 22+ 2

Alors

22 + 2 = gcd(fo, f1) = (z + 1) fo + (22 + 322 + 4z) f1.

1.3.2 Factorisation en irréductibles

Clairement, tout polynéme f(z) € K[z] \ {0} peut étre factorisé comme

f@)=a-[]pi2), (1.9)
i
dont les p; sont irréductibles est unitaires et ¢ € K. On va voir maintenant que cette

factorisation est unique.

Théoréme 1.13. Soit p(z) € K|[z| 1rréductible et supposons que p(z) divise un produst
fi(z) - fu(z) de polynémes non nul. Alors p(z) dwise un polynéme f;(z).

Démonstration. Par récurrence il suffit de démontrer ’assertion pour & = 2. Ainsi,
supposons p | fg, f,g € K[z]\ {0}. Si p ne divise pas f, alors gcd(p, f) = 1 car les seuls
diviseurs de p sont des multiples constants de 1 et lui-méme. Soient donc u,v € K|[z]
t.q. up+vf =1. Alors upg+vfg =g, et donc p | g. O

Théoreme 1.14. La factorisation (1.9) est unique & l’ordre prés des p;.
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1.3 Factorisation de polyndémes sur un corps

Démonstration. Pour une factorisation f(z) = a[]; g¢:(z), ou les g; sont irréductibles et
unitaires on utilise le théoreme 1.13 pour déduire qu’il existe j tel que p; | g;. Comme
p1 et g; sont irréductibles et unitaires, p; = ¢;. En divisant par p;, I'assertion suit par
récurrence. O

Corollaire 1.15. Sotent f(z) € K[z]|\ {0} et a1,...,a; des racines de f de multiplicité
ki,..., ke respectivement. Alors il eziste g(z) € K|z| tel que

¢
f(2) = g(z) - [[(z — a)*.

=1

Exercice 1.7. Démontre le Corollaire 1.15.
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2 Valeurs propres

2.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 2.1. Soit V un espace vectoriel sur un corps K et f: V — V un endomor-
phisme. Un vecteur propre de f associé a la valeur propre A € K est un vecteur v #0
de V tel que f(v) = Av.

Exemple 2.1. Soit f: V — V, l'endomorphisme f(v) = 0 pour tous v € V. Alors tous
0 #v € V est un vecteur propre associé a A = 0.

Lemme 2.1. Soit B = {v1,...,v,} une base de V et A € K™*" la matrice de l’endo-
morphisme f:V — V relatif @ B. La matrice A est une matrice diagonale, c’est
d dire A est de la forme
A1
A= Tl )
An

st et seulement s1 v; est un vecteur propre associé a la valeur propre A; pour tout
1=1,...,n.

Démonstration. Pour v € V soit [v]p € K™ le vecteur des coordonnées de v relatif & B.
L’application ¢ : V. — K™, ¢(z) = [z]p est un isomorphisme. On a [f(v;)]s = A[vi|B
pour z = 1,...,n. Supposons que {v1,...,V,} est une base de vecteurs propres. Des que
[vi|B = e;, et f(v;) = A\;v; alors

Ni-e; =Ae;, pourt € {1,...,n},

c.a.d. que A est une matrice diagonale.
La direction d’'inverse est analogue. O

Définition 2.2. Un endomorphisme f: V — V pour lequel existe une base de V composée
de vecteurs propres est diagonalisable.

Définition 2.3. Soit A € K™*™ une matrice. Un vecteur propre de A associé a la valeur
propre A € K est un vecteur propre de ’endormophisme f(z) = Az de K.

10

Exemple 2.2. 1. Soit A = < 0 0

> € R2%2, Alors

— U = < é est un vecteur propre associé a la valeur propre A\; = 1,

17



2 Valeurs propres

— Uy = < (1) ) est un vecteur propre associé a la valeur propre As = 0,

1
— U3 = ( 1 > n’est pas un vecteur propre.

cos¢ sing

: _ 2x2
2. Soit A = _sing cosg € R“*“ pour ¢ € R.
— Si ¢ # km, k €N, alors A n’a pas de valeur propre (réelle).
— Si¢g=(2k+ 1) k€N, alors A = < _01 1 > a une valeur propre A = —1

et tous les vecteurs non-nuls z € R? sont des vecteurs propres associés a .
. 1
—Sl¢:2k7r,kEN,alorsA:<O 1
tous les vecteurs non-nuls z € R? sont des vecteurs propres associés a .
On va voir que si on considére A comme une matrice complexe, alors on a toujours
les valeurs propres cos ¢ + isin ¢ et cos¢ —isin ¢.

> a une valeur propre A = 1 et encore

Lemme 2.2. Un vecteur v € V' \ {0} est un vecteur propre de f: V — V associé a la
valeur propre A € K st et seulement st v € ker(f — A-Id).

Rappel : L’endomophisme Id: V' — V défini comme Id(v) = v pour tous v € V est
appelé 1'edentité.

Définition 2.4. Soit A une valeur propre de I'’endomorphisme f: V — V. Le sous espace
E, de V, défini comme
E) =ker(f —X-1d)

est ’espace propre de f associé a A. La dimension de E, est la multiplicité géométrique
de .

Lemme 2.3. Soient vy,...,v, € V des vecteurs propres, associés auz valeurs propres
AL, ..., A distinctes (c’est a dire A\; # A; pour © # j), alors {vi,...,v,} est un
ensemble libre.

Démonstration. Supposons que le théoréme soit faux et soit 7 > 1 minimal, tel qu’il
existent des vecteurs propres vi,...,v, € V associés aux valeurs propres Ai,..., A, qui
sont linéairement dépendants. Des que v; # 0 alors r > 1. Considérons une combinaison
linéaire non triviale

a1v1 + -+ opu, = 0. (2.1)

Des que (2.1) est un contre exemple minimal, on a; # 0 pour tous ¢. Nous pouvons
supposer que A, # 0. Autrement, on réarrange (2.1).
Si on applique f a ’expression (2.1) on obtient

AoV + -+ Aapu, =0

et en divisant par A,
(A/Ar)arvi + -+ ayv, = 0. (2.2)
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2.1 Valeurs propres et vecteurs propres
On soustrait (2.2) de (2.1) et on obtient

(1 - )\1/)\77,)051111 + -+ (1 - )\r—l/)\r)ar—l'ur—l

Ceci est en contradiction avec la minimalité de r. O

Corollaire 2.4. Soit f: V — V un endomorphisme d’un espace vectoriel V sur K de

dimension n € N et soient A1, ..., A les valeurs propres différentes de f et soient
ni,-..,Ny leurs multiplicités géométriques respectives. Sotent B; = {vgl),...,v,(fi)}
des bases de E), respectivement, pour 1 =1,...,7. Alors

{’U](.l)) s 71)?(’7'11)71}§.2)’ e v?(’b22)1 e 7,U§.T)1 ce 1U”(’L:)}

est un ensemble libre. L’application f est diagonalisable si et seulement si
ny+---+n, =n.

Démonstration. Soit la combinaison linéaire

Z Z aijv](.i) =0.

i=1j=1

Remarquons que les vecteurs E;‘;l aij'U-gi) appartiennent & E,, pour tout 7. Autrement
dit, ce sont des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes et dont la
somme est nulle. Le lemme 2.3 garantit donc que tous les vecteurs soient nuls. Par
suite, 37%, Olij’ng) et les o;; sont tous égaux & zéro car les OO,
indépendants. Ca démontre que

sont linéairement
R S Y O AL S O NPV QA

est un ensemble libre. En plus, si n; + -+ n, = n, f est diagonalisable par définition
car ’ensemble forme une base de K.

A Dinverse, si f est diagonalisable, et si m; dénote le nombre vecteurs propres en B,
dans la base consistant de vecteurs propres, alors m; < n;, et on a

n=mi+---+m, <ni+---4+n, <n,
et doncni +---+n, =n. O

Voici une marche a suivre afin de déterminer si f: V' — V est diagonalisable ou non.
1. Déterminer les différentes A;,..., A, € K tel que ker(f — AId) # {0}

2. Pour chaque A; calculer une base {'ugi), . ,vffi)} de Ej,.

3. f est diagonalisable si et seulement si n1 + - + n, = n.
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Exercices

1. Une matrice A € K™*" est appelée diagonalisable, si endomorphisme ¢: K™ —
K™ défini comme ¢(z) = Az est diagonalisable. Démontrer que A est diagona-
lisable, si et seulement s’il existe U € K™*" inversible tel que U *AU est une
matrice diagonale.

2.2 Le polynéme caractéristique

Durant ce chapitre nous allons étudier les endomorphismes f: V — V d’un espace
vectoriel de dimension fini n € N. Si B = {vy,...,v,} est une base de V', on a

f(z) = ¢5' (Apds(x)),

ol ¢p est I'ismomorphisme ¢p: V — K", ¢p(z) = [z]p sont les coordonnées de z par
rapport & la base B. On a le diagramme suivant

v v

l¢B l‘ﬁB

K A%, gn
Les colonnes de la matrice Ap sont les coordonnées de f(v1),..., f(v,) dans la base B.
Si B’ est une autre base de V on a

[z]p' = Ppp[z]B,
oll Pgp/ est la matrice de changement de base de B en B’. Comme on a

[f(v)]p = Ap'[v]p = Ap'Pep/[v]B
et
[f ()]s = Pee[f(v)]B,

on trouve
[f(v)]B = Pgé,AB/PBB/ [v]g pour tous v € V.
Et ¢a implique
Ap = PgpAp Ppp (2.3)
En particulier,
det(AB/) = det(AB)

ce qui laisse nous définir le déterminant d’un endomorphisme f comme det(f) =
det(A B)-

Clairement, A est une valeur propre de f si et seulement si A est une valeur propre de
Apg et c’est le cas si et seulement si

det(Ap — AI,) = 0. (2.4)
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2.2 Le polynéme caractéristique

Rappelons la formule de Leibniz pour le déterminant d’une matrice B € K™*"

det(B) = Z sgn () H bir(i) (2.5)
i=1

Wesn

et si on regroupe les puissances de A, on a
det(Ap — ML) = anA™ + an A" 1+ +a1X +ag (2.6)
oll Gp,...,a0 € K.

Définition 2.5. Le polyndéme det(Ap — AI,) € K[A] est le polynéme caractéristique de
f.

Remarquons que det(Ap) = det(A—0-1I,), d'olt ag = det(Ap). L'expression (2.6) est
un polyndme avec indéterminée A\ et comme polyndme formel, est défini par la formule
de Leibniz

n

pa(A) =det(A—2Al) = > sgn(m) [[(A = An)inge)-
TESn =1
En tant que somme des polynomes sgn(7) [172;(A — Al ); x(:), son degré est au plus n.
Considérons la permutation triviale 7 = Id donnant le produit de degré n

n

(A= ALn)iwag) = [ [(Ai — A),
=1 =1

=

sgn(Id)

et en remarquons que toutes les autres permutations aboutissent a un produit au degré
inférieur a n — 2. Cela signifie en particulier que a, = (—1)", et donc que le polynéme
caractéristique est de degré n.

Lemme 2.5. Soit pa(A) = ag + a1 A + -+ + a, A" le polynéme caractéristique de la
matrice A € K™*". Alors, ag = det(4) et ap = (—1)".

Corollaire 2.6. Soit V' # {0} un espace vectoriel de dimension fini sur K = C, et
f:V =V un endomorphisme. Alors f posséde une valeur propre.

Démonstration. Soit f(A) € C[)] le polyndme caractéristique de f et n la dimension
de V. Le degré de f est égal a n > 1, et donc p(z) posséde une racine A* € C (théoréme
fondamental de l’algébre). Cette racine A\* est une valeur propre de f. O

Remarque 2.7. Pour deux bases B et B’, comme on a Ag = Pg}B,AB/PBB/, alors

det(Ag — Al,) = det(Pgp ApPpp — APgpIn.Psp)
= det(Pgp/)det(Ap — A,) det(Pgs:)
= det(Ap — AL).

La définition 6.6 ne dépend ainsi pas de la base choisie et a donc un sens.
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Définition 2.6. Soit A € K une valeur propre de '’endomorphisme f : V — V. La
multiplicité algébrigue de A est la multiplicité de A comme racine de det(f — A1d).

Proposition 2.8. Soit f: V — V un endomorphisme et soit A € K une valeur propre
de f. La multiplicité géométrique de A\ est au plus la multiplicité algébrique de M.

Démonstration. Soit m la multiplicité géométrique de A et soit {vy,..., v} une base
de E,. On la compléte en une base

B={v1,...,Um,W1,-.., Wn_m}

de V.
La matrice Ap de 'endomorphisme f dans la base B est alors de la forme

AL, C

ot C € Km*n ™ et D ¢ K(n-m)x(n—m) Fn effet, on a par définition Ag [vilB = [f(vi)]B,
et par conséquent Age; = Ae;, oll e; est le i-éme vecteur canonique de dimension n.

Lorsqu’on développe le déterminant d'une matrice en blocs comme Ap grace a la
formule de Leibniz, seules les permutations envoyant {1,...,m} et {m + 1,...,n} sur
eux-méme donnent un produit non nul. On peut alors diviser la somme en deux pour
obtenir que le déterminant est exactement le produit des déterminants des blocs diago-
naux. Le polynéme caractéristique p(z) € K[z] de f est alors

pa) = det <(A - o D—ffnm>

= A—z)"det (D —zln_m).
La multiplicité algébrique de A est donc au moins m. O

Théoreme 2.9 (Théoréme de diagonalisation). Soit V' un espace vectoriel sur K de
dimensionn, f:V — V un endomorphisme et Ay,...,A, € K les valeurs propres
distinctes de f. Alors f est diagonalisable si et seulement st

1) le polynéme caractéristique ps(z) de f décompose en facteurs linéaires, c’est-

a-dire,
,

pr(z) = (=)™ [ (= — 2

i=1
ot g; est la multiplicité algébrique de A; € K pour tous 1.
1) dim(Ey,) = ¢i, pour tous 1 =1,...,r. C’est a dire, les multiplicités algébriques
et géométriques sont les mémes.

Démonstration. Supposons f diagonalisable. Soit B une base composée de vecteurs
propres de f et A la matrice de f associée a la base B. Le lemme 2.1 implique que A
est diagonale et alors ps(z) = det(A — z1d) = (—1)"[];—;(z — A;)%. La dimension de
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2.2 Le polynéme caractéristique

E, est celle du noyau ker(A — A;I,,). Clairement dim(ker(A — A;I,)) = gi, et on a alors
montré i) et ii).

Supposons maintenant que i) et ii) tiennent. Soient m; les multiplicités géométriques
des valeurs propres A;, ¢ =1,...,r. Comme on a

n

deg((-1)" [[(\i —2)*) =,

=1
alors m1 +---+m, = n et f est diagonalisable grace au corollaire 2.4. O

Exemple 2.3. Soit f: R® — R3 donnée par

0 -1 1
f(z)=Az, o A=|-3 -2 3
-2 -2 3

Pour la base canonique B = {ej, e2,e3} de R3, on a Ag = A. Le polyndme caractéristique
de f est
p(z)= -2 +z>+z—-1=—(z - 1)z +1).

Les valeurs propres de f sont A1 =1et Ay = —1 et
1 0 1
0,1 et 3
1 1 2

sont des bases de E), et E,, respectivement. Alors f est diagonalisable et pour la base

1 0 1
B = ol,(1],]3
1 1 2
on a
10 O
Ap=|0 1 0
0 0 -1
et .
1 01
Pggpr=1{0 1 3
11 2
On peut vérifier qu’on a bien
Ap = P53 Ap Ppp. (2.7)

Exercices

1. Donner un exemple d’un corps fini XK et deux polynomes p(z) # gq(z) € K[z] tel
que fp = fq.
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2.3 Matrices semblables

Définition 2.7. Deux matrices A, B € K™*™ sont semblables, s'il existe une matrice in-
versible P € K™ telque A=P . B-P.

L’équation (2.3) montre que les matrices Ag et Ag: d’un endomorphisme f: V — V
sont semblables, pour B et B’ deux bases de V.

Définition 2.8. L’ensemble des valeurs propres d’une matrice A € K™*™ (resp. d'un en-
domorphisme f: V — V') est appelé le spectre de A (resp. de f), noté spec(A) (resp.

spec(f)).

Théoreme 2.10. Soit A € K™*" une matrice et P € K™"*™ une matrice inversible.
1) Le spectre de A et celui de P~AP sont les mémes.

i) v € K™ est un vecteur propre de A si et seulement si P lv est un vecteur
propre de P~1AP.

111) Les polyndémes caractéristiques pa(z) et pp-14p(z) sont identiques.

2.4 Théoréme de Hamilton-Cayley

Soit A€ K™ ™ et p(z) = apo+a12+ -+ a,z"™ € K[z]\ {0} un polynéme. On peut
évaluer le polyndme en la matrice A comme suit :

p(A)=ao-In+a1A+ - +a, A" € K™

Maintenant, soit pa(z) le polynéme caractéristique de A et v un vecteur propre de A
associé a la valeur propre A. On voit

pa(A)-v=apv+ a1 Av+---+apA"v=pa(A)v=0-v=0.

Dans le cas ou A est diagonalisable, il existe une base de vecteurs propres {vi,...,n}.
On a alors pa(A) - v; = 0 pour tous i, et donc ps(A) = 0.

Théoreme 2.11 (Hamilton-Cayley). Soit A € K™*" et pa()) le polynéme caractéristique
de A, alors

pa(A) = 0.

Démonstration. On écrit
det(A — AI,,) I, = cof(A — AL,)T (A — ALL,),

ol cof(A — Al,) est la comatrice de (A — Al).
En regroupant les coefficients de A\* dans cof(A4 — AI,)T on obtient

n—1
cof(A— AI,)T = > X'B;
1=0
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2.4 Théoréeme de Hamilton-Cayley

avec certaines matrices B; € K™*". Alors

n—1
aln + a1y + - + ap A", = BpA+ Y X (B;A— Bi_1) — A"By_1,
=1
ol pa(A) =ap+ -+ apA™. Ceci implique
ao.[n = B()A
ail, = BiA— B, jpourie{l,...,n—1} (2.8)
anlpn, = —Bp_1

ce que sont des équations de matrices en K™*™. Si on multiplie les matrices indicées
par ¢ & droite par A* et qu’on somme les équations, on obtient p4(A) & gauche du signe
d’égalité. A droite, on obtient une somme téléscopique égale a la matrice nulle. O

Exemple 2.4. Le polyndéme caractéristique de A = ( é é ) est pa(t) = (1 —t)(2 —¢t).

On a
pa(4) = (In — A)(2I, — A)=0

0 2
Cependant, il existe un polyndéme unitaire de degré strictement inférieur tel que g(A) =
0, a savoir g(t) =t — 2.

Pour la matrices A = ( 2.0 >, on a bien siir que pa(4) = 0 pour pa(t) = (2 — t)2.

Définition 2.9. Le polyndéme unitaire de degré minimal parmi ceux qui annulent A est
appelé polyndme minimal de A.

Nous examinerons de plus prés le polynéme minimal du chapitre ?7?.
Les résultats suivants donnent des utilisations typiques du théoréme 2.11

Corollaire 2.12. Soit A € K™X™,

(1) Toute puissance A* avec k € N peut s’écrire comme une combinaison linéaire

des puissances I, A, A%, ... A" L,
(1) Si A est inversible, alors l'inverse A™! peut s’écrire comme une combinaison
linéaire des puissances I, A, A%, ... A" L.
Démonstration. (i). Trivialement, l'assertion est vraie pour £ = 0,1,...,n — 1. On

montre le cas k = n. Par le théoréme 2.11 :
0=pa(A) =apl+1A - +a, A" 1+ A" = A" =—aqol—a1A---—a,_1A" L

De fagon similaire, on montre le cas k > n par récurrence, utilisant 0 = A* "p4(A4).
(ii). Si A est inversible alors oy = det(A) est inversible. De 0 = p4(A) on obtient que

_r:_ﬂA..._%An—l_iAn:A(_ﬂ]..._@An%_iAn—l)
Qg Qg og Qg o Qg
-1 n— —2 1 -1
et donc A1 = —g—;l---— “aolA” - AT O
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3 Formes bilinéaires

Définition 3.1. Soit V' un espace vectoriel sur un corps K. Une forme bilinéaire sur V est
une correspondance qui a tout couple (v,w) d'éléments de V' associe un scalaire, noté
(v,w) € K, satisfaisant aux deux propriétés suivantes :

BL 1 Siu,v et w sont des éléments de V, et a € K est un scalaire,
(u,v+w) = (u,v) + (u,w) et (u,a w)=a-(u,w).
BL 2 Si u,v et w sont des éléments de V, et a € K est un scalaire,
(v+w,u) = (v,u) + (w,u) et (o uv,w)=a-(uw).
La forme bilinéaire est dite symétrique si pour tout v, w € V
(v, w) = (w, v).

On dit que la forme bilinéaire est non dégénérée & gauche (respectivement ¢ droite)
si la condition suivante est vérifiée :

Siv eV, etsi(v,w) =0 pour tout w € V, alors v = 0.
Si la forme bilinéaire est non dégénérée a gauche et a droite, on dit qu’elle est non
dégénérée.
Exemple 3.1. Soit V' = K™, 'application

()1 VxV — K
(u,v) = i uiv;

est une forme bilinéaire. Vérifions (BL 1). Pour tous u,v,w € K" et a € K :

n
(w,v+w) = > u(vi+w;)
=1

n

= > (ug; + wiw;)

=1
n n
= > wivi+ ) uw;
i=1 =1
= (u,v) + (u,w)
et
n n
(u, o0 - w) = Zuia'wi =a Zuiwi = a(u,w).
=1 i=1

On appelle cette forme bilinéaire la forme bilinéaire standard de K™. On vérifie aussi
trés facilement que la forme bilinéaire standard est symétrique et non dégénérée.
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3 Formes bilinéaires

Exemple 3.2. Soit V = R3 et

(u,v) = u”

= N

01
0 2| v pouru,v € R?,
10

est une forme bilinéaire non-symmetrique, dégénérée a droite et a gauche.

Exemple 3.3. Soit V l’espace des fonctions continues a valeurs réelles, définies sur l'inter-
valle [0,2 - 7]. Si f,g € V on pose

he)= [ f@a@)d.

Clairement, (,) est une forme bilinéaire symétrique sur V' non dégénérée.
Exercice 3.1. Montrer que les formes bilinéaires des exemples 3.1 et 3.3 sont non dégénérées.

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie et B = {v1,...,v,} une base de V. Pour
une forme bilinéaire f: V xV — K etz =3, av; et y =3 ; B;v; on a

flz,y) = f(ZaianﬂjUj)
=1 7j=1

= > oif (vi,Zﬂjvj>
=1 7j=1

n

= > aifif(vi,v5)

1,5=1
alors pour la matrice Aé € K™*", ayant comme composantes f(v;,v;), on a

f(z,y) = [2]§ AL [y]s.

Exercice 3.2. Soit V' de dimension finie et B une base de V. Deux formes bilinéaires
f,9:V xV — K sont différentes si et seulement si Ag # A%,

Exemple 3.4. Soit V' = {p(z) : p € Rz], deg(p) < 2} I'espace vectoriel des polyndémes
réelles de degré au plus 2 et B = {1,z,z%} une base de V et f(p,q) = folp(:z:) - gq(z)dz.
I1 est facile de vérifier que f est une forme bilinéaire sur V. La matrice Aj; est

1 1/2 1/3
AL=11/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

Pour p(z) =2+ 3z — 522 et g(z) = 2z + 322 on obtient

1 1/2 1/3\ [0

[ few@ae=(2 3 -5) |12 13 v |2
° 1/3 1/4 1/5) \3
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3.1 Orthogonalité

Pour mémoire, pour deux bases B, B’ et étant donné [z] g/, on trouve les coordonnées
de z dans la base B, [z]p, a ’aide de la matrice de changement de base Pg'p comme

[.’12]3 = PBIB[:I:]BI.
Cette formule nous montre que
Af/:Pg’/B.AéPB/B. (31)

Exercice 3.3. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie et B une base de V. Une
forme bilinéaire f : V x V — K est symétrique si et seulement si A]; est symétrique.

Proposition 3.1. Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie, B = {b1,...,b,}
une base de V et f : V xV — K une forme bilinéaire. Les conditions suivantes
sont équivalentes.
1) rang(AfB) =n
1) f est non dégénérée a gauche, t.e. stv €V, et st (v,w) =0 pour tout w € V,
alors v=0
12) f est non dégénérée a4 droite, i.e. stv €V, et s1 (w,v) = 0 pour tout w € V,
alors v=0

Démonstration. Nous montrons i) et ii) sont équivalentes. De la méme maniére, on
démontre aussi que i) et iii) sont équivalentes.
i) = ii) : Supposons que rang(Aj;) =netsoitveV,v#0 PourwéeV ona

f(v,w) = W5 AL w]s.

Des que [v]p # 0, on a [v)5AL # 07 (car noyau(4%) = {0} < rang(4L) = n).
Supposons que la i-éme composante de [v]§AL n’est pas égale a 0. Alors [v]5ALe; # 0
oll toutes les composantes de e; sont 0 sauf la :-éme composante, qui est égale a 1. Alors
f(v,b;) #0. Donc f est non dégénérée a gauche.

ii) = i) : Si f est non dégénérée a gauche, alors :ETAj; # 0 pour tout z € K™ tel

que z # 0 (sinon, on aurait trouvé un z tel que :I:TAéy = 0 pour tout y € K™). Ceci
implique que les lignes de Aj; sont linéairement indépendantes. Alors rang(Aé) =n. O

3.1 Orthogonalité

Pour ce paragraphe 3.1, s’il n’est pas spécifié autrement, V est toujours un espace
vectoriel sur K muni d’une forme bilinéaire symétrique (,).

Définition 3.2. Deux éléments u, v € V sont orthogonauz ou perpendiculaires si (u,v) =
0, et l'on écrit u L v.
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3 Formes bilinéaires

Proposition 3.2. Soit E C V une partie de V, alors EX ={v € V:v | e pour tout e €
E} est un sous-espace vectoriel de V.

Démonstration. Pour mémoire : § # W C V est un sous-espace si les conditions sui-
vantes sont vérifiées.

i) Siu,veWonau+veWw.

ii) Sice KetucWonac-ucW.
Des que 0 € B, on a que B+ # 0. Si u,v € B alors pour tout e € E

(e,u+v) = (e,u)+ (e,v) =0+0=0,

et pource K
(e,c-v) =cle,v)=c-0=0.
O

Exercice 3.4. Soit & C V et E* le sous-espace de V engendré par les éléments de E.
Montrer E+ = E*+.

Exemple 3.5. Soient K un corps et (a;;) € K™*" une matrice a m lignes et n colonnes.
Le systéme homogéne linéaire
AX =0, (3.2)

peut s'écrire sous la forme
(A1, X)=0,...,(An, X) =0,

ol les A; sont les vecteurs lignes de la matrice A et (,) dénote la forme bilinéaire standard
de K™. Soit W le sous-espace de K™ engendré par les A; et U le sous-espace de K™ des
solutions du systéme (3.2). Alorson a U = W+ et dim(W+) = dim(U) = n —rang(4) =
dim(noyau(A4)).

Définition 3.3. La caractéristique d’un anneau (unitaire) R, Char(R) est I'ordre de 1p
comme élément du groupe abélien (R, +). En d’autres mots, c’est le nombre

Si cet ordre est infini, la caractéristique de R est O.

Notation. Pour n € N, I’anneau des classes des restes est dénoté comme 7Z/nZ ou plus
brievement Z, (parfois aussi noté F,). Ceci est un corps si et seulement si n est un
nombre premier.

Exemple 3.6. Soit n € N,. Alors la caractéristique de Z, est n. La caractéristique de
Q,R et C est zéro.
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3.1 Orthogonalité

Lemme 3.3. Soit Char(K) # 2. Si (u,u) =0 pour tout u € V alors
(u,v) = 0 pour tous u,v €V
On dit que la forme bilinéaire symétrique (,) est nulle.
Démonstration. Soient u,v € V. On peut écrire
2-(u,v) =(u+v,ut+v) — (u,u) — (v,v)
et comme 2 # 0 on a (u,v) = 0. O

Définition 3.4. Une base {v1,...,v,} de l’espace vectoriel V est une base orthogonale si
(vs,v5) = 0 pour % # j.

Remarque 3.4. Pour une forme bilinéaire symétrique (,) et une base B = {v1,...,Un}.
On se rappelle que

(vi,v5) = (A
Alors B est une base orthogonale, si et seulement si, A§§> est une matrice diagonale.

Théoreme 3.5. Soit Char(K) # 2 et supposons que V est de dimension finie. Alors V
posséde une base orthogonale.

Démonstration. On montre le théoréme par induction. Si dim(V') = 1 alors toute base
contient seulement un élément et alors est orthogonale.

Soit dim(V) > 1. Si (u,u) = 0 pour tout u, le lemme 3.3 implique que la forme
bilinéaire symétrique est nulle et toute base de V' est orthogonale. Autrement, soit u € V
tel que (u,u) # 0 et soit V1 = span{u}. Pour z € V' le vecteur

z — (z,u)/{u,u)-u € VlL

et alors V = V; + V;-. Cette somme est directe parce que chaque élément de V; N Vi*
s’écrit comme f - u pour B € K. Et (u, fu) = B{u,u) = 0 implique g = 0.

Alors dim(V;+) < dim(V'), et par induction, Vi posséde une base orthogonale {vs, . .., v,}.
Alors {v1,...,vn} est une base orthogonale de V. O

Exemple 3.7. Soit V = Z et (,): Z& x Z — Zs défini comme
ou

A=

= N O
B O N

1
4
0

Le but est de trouver une base orthogonale de Z. On va trouver une matrice inversible
Pc ZSXS tel que PT AP est une matrice diagonale. Si py, p2, p3 sont les colonnes de P,
alors

{p1,p2,p3}
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3 Formes bilinéaires

est une base de Z3 et c’est une base orthogonale, des que

Nous allons additionner la 2-éme colonne de A sur la 1-ére colonne et la 2-&me ligne de
A sur la 1-ére ligne de A. C’est & dire on calcule

4 2 0
PTaAp=1| 2 0 4
0 40

oll
100
P=|110
001

Apres on va additionner 2- la 1-ére colonne sur la deuxiéme, et 'opération correspondante
de lignes et on obtient

PTAP =

O O B
DR O
o B O

ol

P =

O = =
o W N
_ O O

Aprés on va additionner 4- la 2-ére colonne sur la 3-&me, et 'opération correspondante
de lignes et on obtient

IS

PTAP =

o
O B O

0
0
1

3
P=|1 2 1.
0 01

Nous avons trouvé une base orthogonale
1 2 3
10,13],]2];-
0 0 1

1. Soit K un corps. Si la caractéristique de K est différente de zéro, alors elle est un
nombre premier.

o

ou

—_
w N

Exercices
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3.2 Matrices congruentes

2. Soit K un corps fini. Montrer que |K| = ¢ pour un nombre premier g et un nombre
naturel £ € N. Indication : K est un espace vectoriel de dimension finie sur
Zq pour un q premier.

3. On consideére les vecteurs

v = , et vz = € 7Zs.

[ I R e

(4

N

|
o~ L O
= = O O

Est-ce que span{vi, vz, v3} posséde une base orthogonale par rapport a la forme
bilinéaire symétrique standard de l'exemple 3.17

4. En considérant le forme bilinéaire symétrique standard de ’exemple 3.1, trouver
une base orthogonale du sous-espace de Z3 engendré par

v1 = , et vz = c 7

O R K~
R R P O
== O

3.2 Matrices congruentes

Définition 3.5. Deux matrices A, B € K™*™ sont dites congruentes s'il existe une matrice
P € K™ ™ inversible telle que
A= PTBP.

Nous écrivons dans ce cas A = B.

Exemple 3.8. Si V' est de dimension finie et B, B’ sont deux bases de V, la relation (3.1)
montre que Ag = A§§>,.

Lemme 3.6. La relation = est une relation d’équivalence.
Démonstration. Voir exercice. O
Le relation entre = et le concept de 'orthogonalité est précisée dans le lemme suivant.

Lemme 3.7. Soit V un espace vectoriel de dimension finie et B = {v1,...,Un} une
base quelconque. Alors V posséde une base orthogonale st et seulement s’il existe

une matrice diagonale D telle que Ag = D.

Démonstration. Si B' est une base orthogonale de V, alors A§§>, est une base diagonale.

Grace a la relation (3.1), A§§> est congruente a une matrice diagonale.

Si Ag = D ou D € K™ est une matrice diagonale, alors il existe une matrice
P ¢ K™ " inversible, telle que
PTAYP =D,
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3 Formes bilinéaires

La base B’ = {ws, ..., w,} donnée par les colonnes de P (en tant que coordonées dans
la base B) :
plj n
[w;]B = — ’w]‘:Zpij’Ui, vi=1,...,n,
Pnj i=1
est donc une base orthogonale. O

Corollaire 3.8. Soit K un corps de caractéristique différente de 2. Toute matrice
symétriqgue A € K™*™ est congruente d une matrice diagonale.

Démonstration. Ceci est un corollaire du lemme 3.5 et du théoréme 3.7 parce que K™
muni de la forme bilinéaire symétrique (u,v) = uT Av posséde une base orthogonale. []

Maintenant, nous allons formaliser la procédé appliquée dans example 3.7.

Algorithme 3.1. Cet algorithme trouve une matrice diagonale congruente a la matrice
symétrique A € K™*™ ou K est un corps tel que Char(K) # 2. L’algorithme procéde
en n itérations. Apres la (¢ — 1)-éme itération, ¢ > 1, (aussi apres la 0-éme itération)
I’algorithme a transformé A en une matrice congruente

C1
Ca

Ci_1 (3.3)

Bri ... bon

ol les composantes des premiéres (¢—1) lignes et colonnes sont nulles sauf éventuellement
sur la diagonale.

Pour 1 <17 < n, la i-éme itération procéde comme suit.

— Soit l'indice & minimal tel que k& > 7 et bgr # 0. On échange la i-éme ligne et la
k-éme ligne puis la :-€me colonne et la k-éme colonne. Ceci permet (entre autres)
d’échanger les coefficients b;; et by de la diagonale, s’assurant ainsi d’avoir un
coefficient non nul.

— Sil'indice k de 1'étape précédente n’existe pas (tous les coefficients diagonaux apres
c;—1 sont nuls), soit j € {4+ 1,...,n} un indice vérifiant b;; # 0. On ajoute la
j-éme ligne & la i-&me ligne puis la j-éme colonne a la i-éme colonne. Le ¢-&me
coefficient de la diagonale devient alors 2b;; + b;; = 2b;; # 0.

— Si, a son tour, un tel indice 7 n'existe pas, on peut procéder a la ¢+ 1-éme itération
car la matrice est déja de la forme (3.3) (avec ¢ + 1 a la place de 2).

— Pour chaque 7 € {4+ 1,...,n} : on additionne —b;;/b;; fois la i-éme ligne sur la
j-eme ligne et on additionne —b;;/b;; fois la i-éme colonne sur la j-éme colonne.
Ceci permet d’annuler les coefficients a droite et sous le coefficient 5;;. On peut
alors poursuivre a l'étape 7 + 1.
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3.2 Matrices congruentes

Remarquons que chaque opération est faite a la fois sur les lignes et sur les colonnes.
Ceci garantit que la matrice résultante reste symétrique. De plus, les opérations sont
faites sur les lignes et colonnes d’indices 7 > ¢, laissant intacte la forme de la matrice
(3.3).

Exemple 3.9. Soit V' une espace vectoriel sur Q de dimension 3 muni d’une forme bilinéaire
symétrique (,). Soit B = {v1, v2,v3} une base de V et

1
A =1lo
2

S W o
O BN

Le but est de trouver une base orthogonale de V.
En utilisant notre algorithme on trouve

10 -2

— 4

p=|o 1 -%

00 1

telle que

10 0
PT.AY.P=0 3 o0
o0 -%

3
Alors B' = {v1,v2, —2v1 — (4/3)v2 + v3} est une base orthogonale de V.

Exercices

1. Montrer que = est une relation d’équivalence sur I’ensemble des matrices K™*".

2. Bst-ce que la matrice

€ 733

o = O

1
0
1

o = O

est congruente a une matrice diagonale? Indice : voir [’ezercice 3. de la sec-
tion 3.1.

3. Soit V' un espace vectoriel sur un corps K de dimension finie muni d’une forme
bilinéaire symétrique (.). Soit B = {v1,...,v,} une base de V. Montrer que AQ €
K™ ™ est congruente a une matrice diagonale si et seulement si V' posséde une
base orthogonale.

4. Soit K un corps de caractéristique 2 et soit V' un espace vectoriel sur K de dimen-
sion finie muni d'une forme bilinéaire symétrique non-nulle. Soit

C:G ;).
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3 Formes bilinéaires

a) Soit dim(V) = 2. Montrer que V' ne posséde pas de base orthogonale si et

seulement s’il existe une base B de V telle que Ag =C.

b) Soit dim(V) = m. Montrer que V ne posséde pas de base orthogonale si et
seulement s’il existe une base B de V telle que

dy
do

Ay = di

C

et di,...,dx =0, et le nombre de C n’est pas égal a zéro.

5. Modifier I'algorithme 3.1 tel qu’il soit aussi correct pour des corps de caractéristique
2. Soit l'algorithme découvre que la matrice symétrique A € K™*™ n'est pas
congruente a une matrice diagonale, soit 'algorithme calcule une matrice diagonale
congruente a A.

6. Comment peut-on déterminer si un espace vectoriel de dimension finie muni d’une
forme bilinéaire symétrique posséde une base orthogonale ? Décrire trés brievement
une méthode.

7. Soit V un espace euclidien de dimension n. Montrer que V posséde une base B
telle que pour tout z,y € V
<$,y> = [x]B : [y]31

ou [z]p - [y] B dénote la forme bilinéaire standard de R™ entre [z]p et [y]5 .

3.3 Le théoréme de Sylvester

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K, Char(K) # 2, muni
d’une forme bilinéaire symétrique. Nous avons vu (théoréme 3.5) que V posséde une
base orthogonale. Supposons que cette base est B = {v1,...,v,} et considérons z =
Y. ouv; €Vety=3".Bv; € V. La forme bilinéaire s’écrit

<$,y> = Za’bﬂj<1}z)v]>
2%
= 2 afilvi,vi)
C1

= [:r:]g [yls
Cn

36



3.3 Le théoréme de Sylvester

ol ¢; = (v;,v;) pour tout 7. Si K = R on peut ordonner la base afin d’avoir ¢y,...,¢, > 0,
Crily---,Cs <0ebtcsyr,...,cn =0.

Maintenant soit KX = R et A € R™*"™ symétrique. Le Corollaire 3.8 implique qu'il
existe une matrice inversible P € R™*" tel que PTAP = D ot D est une matrice
diagonale. Si on échange deux colonnes de P et note P’ la nouvelle matrice obtenue,
alors PTAP' = D', ot D' est obtenue de D en échangeant les éléments diagonaux
correspondants. Alors on peut trouver une matrice inversible P € R™*" telle que

C1
PTAP = . (3.4)
Cn
ol les ¢; sont ordonnés de sorte que c¢i,...,¢» > 0, Cpy1,...,¢5 < 0 €t Csq1,...,Cn =
0. En multipliant les premiéres s colonnes de P par 1//|c;| on obtient en fait une
factorisation (3.4) telle que ¢1,...,¢» =1, ¢py1,...,6s = —1 et csy1,...,cn = 0.
Alors on trouve P € R™*"™ inversible telle que
1
1
-1
PTAP = : (3.5)
-1
0

0

Définition 3.6. Pour un espace vectoriel sur R de dimension finie, on appelle une base B
de V telle que Afg} a la forme décrite en (3.5) une base de Sylvester.

Nous allons maintenant démontrer, que les nombres r et s sont invariants par rapport
au choix de la base B de V.

Définition 3.7. Le sous espace Vo = {v € V: (v,z) = 0 pour tout £ € V} est appelé
I'espace de nullité de la forme bilinéaire symétrique (.).

Théoreme 3.9. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K de
caractéristique % 2 et soit V muni d’une forme bilinéaire symétrique. Soit B =
{v1,...,v,} une base orthogonale de V. La dimension dim(Vy) est égale au nombre
d’indices © tel que (v;,v;) = 0.

Démonstration. Nous utilisons la notation d’au-dessus et écrivons
1

(v,z) = [v]F z] 5.

Cn
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3 Formes bilinéaires

Cette expression est égale a zéro pour tout z € V si et seulement si ([v]g), = 0 pour
tout ¢ tel que ¢; # 0. Ceci démontre que {v;: (v;,v;) = 0} est une base de l'espace de
nullité. 0

Définition 3.8. La dimension de ’espace de nullité dim(V}) est appelé l'indice de nullité
de la forme bilinéaire symétrique.

Théoreme 3.10 (Théoreme de Sylvester). Soit V' un espace vectoriel de dimension finie
sur R muni d’une forme bilinéaire symétrique. Il existe un nombre entier r > 0 tel
que, pour chaque base orthogonale B = {v1,...,v,} de V, ezactement r des indices
1 satisfont (v;,v;) > 0.

Démonstration. Soient {v1,...,vn} et {wi,...,w,} des bases orthogonales de V' or-
données telles que (v;,v;) > 0811 <t <7, (v,v;,) <0sir+1<i<set (v,v;) =0
sis+1<1<n. Deméme (w;,w;)>0s1<s<7, (w,w;)<0sir'+1<71<s et
(wi,w;) =081 s'+1<i<n.

On démontre que vy, ..., Vs, Wpiy1, ... Wy est linéairement indépendant. Ca implique
que r+n—1' < n et alors r < r'. Parce que l'argument est symétrique on peut conclure
que r = 7.

Siv1,...,Up,Wpiy1,... W, est linéairement dépendant, il existe des scalaires z1, ...z,
et Yy 41,...Yn respectivement non tous égaux a zéro tels que

T1V1 + -+ TpUr = Ypip1Wrigl + - Yn Wy
et ca implique, car les v; et respectivement les w; sont orthogonaux entre eux,
2 2 _ .2 2
T1(v1,v1) + -+ 2V, V) = yr’+1<wr’+1:wr’+l> + - Y (Wn, W)

Les (v;,v;) & gauche sont strictement positifs. Les (w;, w;) a droite sont négatifs ou nuls.
Il suit que z; = 0,...,z, = 0 et, comme les w; sont linéairement indépendants, on a
également y,.1 =0,...,y, =0. O

Définition 3.9. L’entier » du théoréme de Sylvester est appelé 'indice de positivité de la
forme bilinéaire symétrique.

Exemple 3.10. Trouver une base de Sylvester de R* et les indices de nullité et de positivité
de la forme bilinéaire symétrique z7 Ay o

A=

D BN
w R R

6
3
1

On utilise des transformations élémentaires sur les colonnes et les mémes sur les lignes
tour a tour en alternant.
Les transformations élémentaires sur les colonnes sont représentées par

1 -2 -3
=0 1 0
0 O 1
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3.3 Le théoréme de Sylvester

et transforment la matrice A en

4 4 3|10 1 O0|=1|4 -4 -9
6 3 1/ |0 0 1 6 —9 —17
Alors
2 0 0
pl.A4.P=|0 -4 -9
0 -9 -17
Avec
10 0
P=10 1 -3
00 1
on obtient
2 0 0
PIPTAPP, =0 —4 0
o o 1

4
L’indice de nullité est zéro et 'indice de positivité est 2. Le produit P, - P, est égal a
3

1 -2 ¢

P-PB=1|0 1 -

0 0 1

[

Les colonnes de P par v/2,/4 et \/13/4 respectivement, on obtient une transformation
1
P telle que PTAP = 1
-1

Les colonnes de P sont une base du Sylvester.

Exercices

1. Démontrer, & 'aide des théorémes 3.9 et 3.10, que l'indice de négativité (I’entier s
de I'’équation (3.4)) ne dépend lui aussi pas de la base choisie.

2. Déterminer ’indice de nullité et 'indice de positivité des formes bilinéaire symétriques
définies par les matrices suivantes

1 2 11 2 42
2 -1)'\1 1)’ £ 3
2 11
3. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur R et soit (.) une forme bilinéaire

symétrique sur V. Montrer que V admet une décomposition en somme directe

VoeVieV™
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3 Formes bilinéaires

ou V; est ’espace de nullité et V1 et V— sont des sous-espaces tels que
{(v,v) > 0 pour tout v € V" \ {0}

et
(v,v) < 0 pour tout v € V~ \ {0}.

3.4 Le cas réel, défini positif

Définition 3.10. Soit V' un espace vectoriel sur R muni d’une forme bilinéaire symétrique.
La forme bilinéaire symétrique est définie positive si (v,v) > 0 pour tout v € V, et si
{(v,v) > 0 lorsque v # 0. Une forme bilinéaire symétrique définie positive est un produst
scalaire.

Exemple 3.11. Soit V' = R™. La forme bilinéaire symétrique
n
(u,v) = Z UiV;
=1
est un produit scalaire, appelé le produit scalaire ordinaire. Aussi, la forme bilinéaire

de ’exemple 3.3 est un produit scalaire.

Définition 3.11. Soit (,) un produit scalaire. La longueur ou la norme d’un élément v € V
est le nombre
o]l =/ (v, v).

Un élément v € V est un vecteur unitaire si |jv|| = 1.

Pour le reste de ce paragraphe 3.4, s'il n’est pas spécifié autrement, V' est toujours
un espace vectoriel sur R muni d’un produit scalaire. On appelle un espace vectoriel
sur R muni d’un produit scalaire un espace euclidien.

Proposition 3.11. PourveV eta € R on a
lav]| = |af [|v].
Démonstration.

lev]] = y/{av,av)
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3.4 Le cas réel, défini positif

Proposition 3.12 (Théoréme de Pythagore). St v et w sont perpendiculaires
lv+w]? = vl + flw]l*.
Démonstration.

lv+w|® =

(v+ w,v+w)

= (v,v+w)+ (w,v+w)
(
|

v,v) + (v, w) + (w,v) + (w,w)
ol + Jwl]®

Proposition 3.13 (Régle du parallélogramme). Pour tous v et w, on a
lv +wll? + [Jo — wl|* = 2/|v]|* + 2][w]*.

Soit V' un espace vectoriel sur un corps K muni d’une forme bilinéaire symétrique
(,). Si w est un élément de V tel que (w,w) # 0, pour tout v € V, il existe un élément
unique a € K tel que (w,v —aw) =0.

En fait,

(w,v — aw) = (w,v) — a{w, w).

Alors (w,v — aw) = 0 si et seulement si o = (v, w)/(w, w).

Définition 3.12. Soit V' un espace euclidien. Soit w € V \ {0}. Pour v € V, soit & =
(v,w)/{w,w). Le nombre a est la composante de v sur w, ou le coefficient de Fourier
de v relativement d w. Le vecteur o w s’appelle la projection de v sur w.

Exemple 3.12. Soit V' l'espace vectoriel de I’exemple 3.3 et f(z) = sinkz, ot k € Nyq.

Alors
27
171 =50y =/ [ sinkode = v/r

Si g est une fonction quelconque, continue sur [0,2 7], le coefficient de Fourier de g
relativement a f est

1 2w .
(F.9)/(f5) =2 [ al@)sinhade.
Théoreme 3.14 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous v,w € V, on a
(v, w)| <] ||lwl].

Démonstration. Si w = 0, les deux termes de cette inégalité sont nuls et elle devient
évidente. Supposons maintenant que w # 0. Si a = (v, w)/(w,w) est la composante
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3 Formes bilinéaires

de v sur w, v — aw est perpendiculaire & w, donc aussi & aw. D’aprés le théoréme de
Pythagore, on trouve

lll* = llv—awl|®+|law|?
> a?||lw|?

(v, w)?/||wlf.

Cela implique
(v, w)| < lv[ll[w]l.

O
Théoreme 3.15 (Inégalité triangulaire). St v,w € V.
v+ wl| < [lv]| + [Jw]].
Démonstration.
lo+wl® = o]+ 2(v, w) + [Jw]?
< ol P+ 2l {[w]] + [|w]®
= (llll + [[wl?,
en recourant a l'inégalité de Cauchy-Schwarz. O
Lemme 3.16. Soit V un espace euclidien et soient vi,...,v, des éléments de V, deuz
a4 deuz orthogonauz, tels que (v;,v;) # 0 pour tout i, et soit ay,...,an € R. Le
vecteur
VU—a1V1 — - — QpUn
est perpendiculaire d tous les vy,...,U, St et seulement st a; est la composante de

v sur v;, c’est-a-dire a; = (v, v;)/(vi, v;) pour tout t.

Démonstration. Pour le vérifier, il suffit d’en faire le produit scalaire avec v; pour tout
7. Tous les termes (v;, v;) donnent zéro si ¢ # j. Le reste

(v,v) — a;(v;v5)

s'annule si et seulement si a; = (v, v;)/(v;v;). O
Notation. Soient V' un espace vectoriel et v1,...,v, € V. Le sous-espace engendré par
v1,..., VU, est dénoté par span{vi,...,vn}.

Théoréme 3.17 (Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt). Soient V' un espace
euclidien et {vi,...,v,} C V un ensemble libre. Il existe un ensemble libre ortho-
gonal {u1,...,un} de V tel que pour tout i, {vi,...,v;} et {u1,...,u;} engendrent
le méme sous-espace de V.
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3.4 Le cas réel, défini positif

Démonstration. On montre le théoréme par induction. On met u; = v; et on suppose

qu’on a construit {us,...,u; 1} pour ¢ > 2. L'ensemble {uy,...,u; 1,v;} est libre et
une base du sous-espace engendré par {v1,...,v;}. On met
Ui = Vg — QLU — -0 = 1,5l

ol les a;,; sont les composantes de v; sur u;. Comme ga

span{ui,...,u;} = span{ui,...,u;j—1,v;}
= span{vi,...,v;}.
Surtout {ui,...,u;} est un ensemble orthogonal. O

Exercice 3.5. Hst-ce qu’il faut vraiment supposer que le produit scalaire (.) soit réel et
défini positif et sur R pour ce procédé? Peux-tu imaginer une condition plus faible et
satisfaite par le produit scalaire qui permet le procédé de Gram-Schmidt ?

Définition 3.13. Une base {us,...,un} d'un espace euclidien est orthonormale si elle est
orthogonale et se compose de vecteurs tous unitaires.

Corollaire 3.18. Soit V' un espace euclidien de dimension finie. Supposons V # {0}.
V posséde alors une base orthonormale.

Démonstration. Soient {v1,...,v,} une basede V et {uy, ..., u,} le résultat du procédé
Gram-Schmidt appliqué & {vi,...,vn}. Alors {ui/||u1ll,-..,un/||un||} est une base or-
thonormale de V. O

Exemple 3.13. Trouver une base orthonormale de 1’espace vectoriel engendré par

1 1 1
1] [ =2

ol o] |1
1 0 2

Notons A, B et C les vecteurs. Soit A’ = A et

A'-B

B=B-Jrg?
On trouve
4
1| -5
/ J—
B = 0
1
On calcule . .
C”:C’—A C " B C-B’
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3 Formes bilinéaires

et on trouve

—4
1[ -2
/—7
¢ = 717
6
La base orthonormale est
1 4 —4
1 (1 1 -5 1 -2
A A = — ,BI Bl = —— etc" Clzi

N4l=—= | o[ BABI= = | 3| e 0/l = e |
1 1 6

Corollaire 3.19. Soit A € R™*™ une matrice de rang (colonne) plein. On peut facto-

riser A comme
A=A"-R
ot les colonnes de A* € R™*" sont deux & deux orthonormales et R € R™ " est

une matrice triangulaire supérieure dont les valeurs diagonales sont positives.

Démonstration. Comme rang(A) = n, les colonnes de A sont libres; dés lors on peut
appliquer le procédé de Gram-Schmidt & {a1,...,a,} oll a; désigne la j-iéme colonne de
A. On obtient alors une base orthogonale B = {a{, ..., al} avec la relation :

j—1
A R oAl !
a1 =a; , a; = g 5,50, +a;
i=1

pour tout j € {2,...,n}, et ol a; ; est le coefficient de Fourier de a; relativement a a’.
Gréce a ce procédé, on a pu écrire a; comme une combinaison linéaire de {ai,...,a}}.
On peut représenter cela avec un produit matrice-vecteur :

al’j
Qaz,j
(! 1y | %513
a; =(a; ... ayp) 1
0
0
En posant
1 a9 a1z - Qin-1 O1p
0 1 a3 -+ oagp-1 Qon
_ : " : nxn
s=| . | ermn,
0 - ... 0 1 On_in
0 0 0 1
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3.4 Le cas réel, défini positif

on a, par les propriétés du produit matriciel,

A=AS.
Il nous faut encore normaliser les colonnes de la matrice A’. Pour cela, on définit les
deux matrices diagonales suivantes :

1/[[a4]] [laz ]
D= , D= D,D™' e R™™
1/]laz|] laz. ]
En posant A* = AiD et R = D~1S on obtient :
A=A*R

ol A* € R™*™ et R € R™ "™ sont des matrices qui vérifient les propriétés de I’énoncé. [J

Exemple 3.14. Trouver une factorisation @, R du Corollaire 3.19 de la matrice

1 1 1
1 -2 0
0 0 1
1 0 2
On trouve . .
1 1 1 L3 iln oo
1 -2 s T 1 B PR
0 0 -1 |0 0 -1 0 o I
1 0 2 1 L ¢
et alors
1 1 1 7 2\2/?2 _1/4
CE S N N R
L -2 0\ _|vs "ve “vis| | iz i
0 0 -1 0 0 _ 108 3 7
15 0 0 105
1 0 2 1 1 24/105 7
V3 V&2 35
Théoréeme 3.20 (Inégalité de Bessel). St v1,...,v, sont des vecteurs unitaires deuz d

deuz orthogonauz et st o; = (v,v;) sont les coeffictents de Fourier de v relativement
a v; alors

n
> o < vl
i=1
Démonstration.
n n
0 < (v— Zaivi,v — Zaivi)

= (v,v) —2~Zai(v,vi>+2af
= (v,v) —Za?
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3 Formes bilinéaires

Exercices

1.

46

Soit V' un espace vectoriel sur R de dimension fini, muni d’une forme bilinéaire (.).
Soit B = {by,...,b,} une base orthogonale et U = span{b; : : = 1,...,n, (b;,b;) >
0}. Montrer que (.) restreint & U est un produit scalaire du sous-espace U.

. Soient V un espace vectoriel muni d'une forme bilinéaire symétrique (.) et {v1,...,vn} C

V un ensemble de vecteurs deux a deux orthogonaux.
a) Montrer que {v1,...,v,} est un ensemble libre si pour tout ¢, (v;,v;) # 0.

b) Donner un contre-exemple ou une démonstration de la réciproque.

. Considérant 'exemple 3.3, montrer que 'ensemble

{1,sinz, cos z, sin(2z), cos(2z), sin(3z), cos(3z), ... }

est un ensemble de vecteurs deux a deux orthogonaux.

Trouver la factorisation @ - R du Corollaire 3.19 de la matrice

= O O =
O O = =
O RLr Pk O
= = O O

Trouver la factorisation de la matrice n x n

1 1 o o --- 0
1 1 0 0

e e 0 1 1
1 0 - - 0 1

. Trouver une forme bilinéaire symétrique de R™ telle qu’il existe des vecteurs u,v €

R™ avec (u,u) < 0 et (v,v) > 0.

. Soit V un espace vectoriel sur R muni d’une forme bilinéaire symétrique. S’il existe

des vecteurs u,v € V tels que (u,u) < 0 et (v,v) > 0, il existe un vecteur w # 0
tel que (w,w) = 0.

Montrer que I'inégalité de Bessel (Théoréme 3.20) est une égalité si v est dans le
sous-espace engendré par les vy,..., Up.

. On considére ’espace euclidien des fonctions continues sur l'intervalle [0, 1] muni

de la forme bilinéaire symétrique

(fr9) = /01 f(z)g(z) dz.

i) Soit V le sous-espace engendré par f(z) = z et g(z) = z2. Trouver une base
orthonormale de V.



3.5 La méthode des moindres carrées

ii) Soit V le sous-espace engendré par {1, z,z2}. Trouver une base orthonormale

de V.
9. Soient V un espace euclidien, {ui,...,un} un ensemble orthonormal et f,g €
span{ui, ..., U, }. Montrer I'2dentité de Parseval

(frg) = Z(f: ui) (Ui, 9)-

1

3.5 La méthode des moindres carrées

Soient A € R™*™ et b € R™ et supposons que le systeme des équations linéaires
Az =b (3.6)

n’a pas de solution. Dans beaucoup d’applications, on cherche un z € R” tel que la dis-
tance entre Az et b est minimale. On aimerait alors résoudre le probleme d’optimisation
suivant
min ||Az — b||. (3.7)
zcR™

Pour le reste de ce paragraphe 3.5, s'il n’est pas spécifié autrement, V' est toujours
un espace euclidien.

Théoreme 3.21. Sotent vi,...,v, des vecteurs deux & deux orthogonauz et tels que
|lvil]| > 0 pour tout i. Sott v un élément de V et soit o; = (v, v;)/(v;, v;) la composante
de v sur v;. Pouray,...,a, € R alors

n n
v—Zaivi 'U—Zawi .
i=1 =1

De plus, l"inégalité au-dessus est une égalité si et seulement st a; = o; pour tout
1. Alors Y7, ouu; est l'unique meilleure approrimation de v par un vecteur du
sous-espace engendré par les vi,..., V.

<

Démonstration.

n
lv =" amil?
=1

n

n
||v — Zaivi — Z(ai — a;)u;|?
i=1

i=1
n n
= Jv=> ol + 11> (e — ai)uil?
i=1 i=1
en utilisant le lemme 3.16 et le théoréme de Pythagore. O

Maintenant nous pouvons décrire un algorithme pour résoudre le probléme suivant.
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3 Formes bilinéaires

Soient v,v1,...,vn € V, trouver u € span{vi,...,vn} tel que la distance
[l — ull

est minimale.

Algorithme 3.2.

i) Trouver une base orthonormale {uy,...,us} du sous-espace span{vi,...,v,} avec
le procédé de Gram-Schmidt.

ii) Retourner u = 2° (v, u;)u;.
Théoreme 3.22. Soient A € R™*™ et b € R™. Les solutions du systéme
AT Az = AT (3.8)

sont les solutions optimales du probléme (3.7) (ou l'on considére la norme eucli-
dienne sur R™)

Démonstration. Soit {aj,...,a}} une base orthonormale du sous-espace Col(A) =
{Az: z € R™} engendré par les colonnes de A. Le théoréme 3.21 implique que les solu-
tions du probleme (3.7) sont les solutions du systéme

Az = Z(b,af) -al.

1

Le lemme 3.16 implique que

b—Z(b,af)-af

1

est perpendiculaire a tout a; et dés que les a} engendrent Col(A) on a
AT(Az —b) =0

pour toute solution optimale = de (3.7).
Maintenant, soit ¢ une solution du systeme (3.8). Alors Az — b est perpendiculaire

a tous les a}. Le seul vecteur v € span{aj,...,a;} = Col(A) tel que (b —v,v) = 0 est
v =) ;(a},b) - a}. Ceci démontre le théoréme. O
Remarque 3.23. Pour une norme ||-|| quelconque engendrée par un produit scalaire (-, -)),

une preuve similaire montre que les solutions du systéme
ATFC) Az = ATFO)p

sont les solutions optimales du probléme (3.7), ou F(+) est la matrice du produit scalaire
(-,-) selon la base canonique (i.e. (F¢);; = (ei, ;).
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3.6 Formes linéaires, bilinéaires et ’espace dual

Exemple 3.15. Trouver une solution de moindre carrées sur les données

4 0 2
A=1|0 2| etb=1]0
11 11

v, (17 1 v, (19
AA_<1 5 et A°b = 1)
17 1\ (z1\ (19
1 5 T2 S\

3.6 Formes linéaires, bilinéaires et I'espace dual

La solution du systéme

est ¥ = (1,2)7.

Soient V' un espace vectoriel sur un corps K et V* 'ensemble des applications linéaires
de V dans K, ol on considére K comme espace vectoriel de dimension 1 sur lui-méme.
Clairement, V* est un espace vectoriel lui-méme.

Définition 3.14. L’ensemble des applications linéaires ¢ : V — K est noté V* et, muni
de l'addition et de la multiplication scalaire usuelles, est appelé ’espace dual de V. Les
éléments de V* sont appelés formes linéaires.

Remarque 3.24. Soit V' un espace vectoriel sur un corps K. Une application
VXV —K

est une forme bilinéaire si et seulement si pour tout v € V, les applications g, h: V — K
telles que g(z) = f(v,z) et h(z) = f(z,v) sont des formes linéaires.

Si V est de dimension finie et si B = {v1,...,vn} est une base de V, 'image d’un
vecteur z = ), o;v; par une forme linéaire f est

f(z) = f(Zaz"Ui>

= > oif(v)
= (f(vl)7 D) f(Un))[-'E]B,
ot [z]g = (ai,...,a,)T sont les coordonnées de z dans la base B.
Lemme 3.25. Supposons que V' est de dimension finie et {vq,...,v,} est une base de

V. La fonction ¢;: V — K

¢j <Z ai'vi) =0y

est une forme linéaire.
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3 Formes bilinéaires

Démonstration. Immédiate. O

Théoréme 3.26. Les formes linéaires {¢; € V*: j =1,...,n} du lemme 3.25 précédent
forment une base de V*.

Démonstration. Si, pour B; € K, on a ), B;¢; = 0, alors

0= <Z ,Bi¢i> (v;) = Bj,

c’est-a-dire les ¢; sont linéairement indépendantes. Les ¢; engendrent V* puisque pour

fevs f=23%f(v)éi O
Définition 3.15. La base {¢1,..., ¢} est la base duale de la base {vy,...,v,}.

Lemme 3.27. Soit V un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie muni
d’une forme bilinéaire non dégénérée et soit f: V — K une forme linéaire. Il
eziste un v € V tel que f(z) = (v,z) pour tout z € V.

Démonstration. Soient B = {v1,...,v,} une base de V et Ag € K™= ™ la matrice dans
la base B associée & la forme bilinéaire. Soit a € K™ tel que f(z) = a”[z]p pour tout

z € V. Dés que Ag est de rang plein (Proposition 3.1), alors il existe v € V tel que

w]LAY = aT. Ceci revient & résoudre un systéme d’équations linéaires (cf semestre 1)

et comme la matrice Ag est de rang plein, on a l'existence (et méme 1'unicité) d'une

solution, i.e., [U]ZE;A;) =a”. Ainsi f(z) = (v, z) pour tout z € V. O
Théoreme 3.28 (Supplémentaire orthogonal). Sotent V' un espace vectoriel de dimen-
ston finie sur corps K et W un sous-espace de V. Soit (.) une forme bilinéaire

symétrique tel que, st restrewnt sur W x W, elle est non dégénérée. Alors V =
wWew-t.

Démonstration. Pour un élément u € W N W+ on a (u,w) = 0 pour tout w € W. Dés
que (.) est non dégénéré sur W on a u = 0, alors W N W+ = {0}.

Il reste & démontrer que V = W +W=. Pour v € V le lemme 3.27 implique qu'il existe
un wo € W tel que pour tout u € W, (u,v) = (u,wo) et ga démontre v — wy € W+ et
alorsv € W +W+. O

Exercices

1. Soient V un espace vectoriel de dimension finie, f : V — K une forme linéaire et
B, B’ des bases de V. Soit

f(z) =a"[z]5

ol a € K™. Décrire f(z) en termes de Pgp/p et [z]p'.
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3.7 Formes sesquilinéaires et produits hermitiens

. Soient V' un espace vectoriel de dimension finie, f : V x V — K une forme
bilinéaire et B, B’ des bases de V. Soit

f(z,9) = W5 AL Y5,

Décrire f(z,y) en termes de Pg'g, [z]5/, €t [y]5.

. On consideére les vecteurs

v, = et v5 = EZ‘z1

O O = =
O R, = O

et la forme bilinéaire standard. Trouver une base du span{v;,v>}*. Est-ce que
7% = span{vy, v2} ® span{vy, vo}+ ?
. Soit V' C R[z] I’espace euclidien des polyndmes de degré au plus n muni du produit

scalaire (p,q) = [y p(z)q(z) dz. Décrire la matrice Ag pour B ={1,z,...,z"}.

. Soit V' un espace vectoriel sur un corps K et soient f,g € V*\ {0} linéairement
indépendants. Montrer que
ker f Nkerg

est de dimension n — 2.

. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et soit (.) une forme
bilinéaire symétrique. Exprimez (Wi + W)t et (W1 N Wa)" en fonction de Wit et
W

. Donner un exemple d’un espace vectoriel V' muni d'un produit scalaire dégénéré
et d’un sous-espace W C V tel que V n’est pas la somme directe de W et W+.

3.7 Formes sesquilinéaires et produits hermitiens

Maintenant nous considérons le cas K = C. Il faut un peu modifier la définition d’un
produit scalaire pour obtenir des résultats similaires a ceux des sections précédentes. Le
carré de la longueur d’un vecteur

a1+i~b1
v = : eC”
an +1-by,

ol a;,b; € R, est égal a

> (aF +02) = (ai +ibi) - (@i — 1) = ) _vi - T,

7 7

ol v; = a; +1-b; et 7; est la conjugaison de v;. Ceci suggeére la définition suivante.
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Définition 3.16. Soit V' un espace vectoriel sur un corps C et
(): VxV —C

une correspondance qui a tout couple (v, w) d’éléments de V' associe un nombre com-
plexe, noté (v, w). En considérant les propriétés suivantes :

PH 1 On a (v,w) = (w,v) pour tout v,w € V.

PH 2 Si u,v et w sont des éléments de V,
(u,v +w) = (u,v) + (u,w) et (v+w,u) = (v,u) + (w, u)
PH3 SizeCetu,veV,
(z-u,v) =z(u,v) et (u,z-v) =7 (u,v).

on dit que (,) est

i) une forme sesquilinéasre, si (,) satisfait PH 2 et PH 3.

ii) une forme hermaitienne, si (,) satisfait PH 1, PH 2 et PH 3.
iii) un produit hermitien, si (,) satisfait PH 1, PH 2 et PH 3 et

(v,v) > 0, pour tout v € V'\ {0}.

Une forme sesquilinéaire est non dégénérée & gauche si la condition suivante est
vérifiée.
Siv eV etsi(v,w)=0 pour tout w € V, alors v = 0.

Remarque 3.29. Si (,) est une forme hermitienne, pour tout v € V, on a (v,v) € R dés
que (v,v) = (v,v) par PH 1. On dit que la forme hermitienne est définie positif si
(v,v) > 0 pour tout v € V' \ {0}. Alors un produit hermitien est une forme hermitienne

définie positif.

Exemple 3.16. Le produit hermitien standard de C™
<u7 ’U> = Z U Vi

satisfait les condition PH 1-3 et est défini positif.

Les notions d’orthogonalité, de perpendicularité, de base orthogonale et de supplémentaire
orthogonal sont définies comme avant. Par contre, les notions de coefficients de Fou-
rier et la projection de v sur w doivent etre modifiés : les coefficients de Fourier dans
le cadre d’un C-espace vectoriel sont les conjugués complexes des coefficients de Fourier
de base.
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Exemple 3.17. Soit V' l'espace vectoriel des fonctions f: R — C continues sur 'intervalle
[0, 27]. Pour f,g € V on pose

(fr9) = 02” (2)9(@) de.

C’est un produit hermitien défini positif. Les fonctions f,(z) = e*® pour n € Z sont
orthogonales dés que

Fal@) fm(z) = e(®~™2% = cos((n — m)z) + i - sin((n — m)z)

et alors

2w
(fn, fn) :/0 ldz =2m

et pour n #m
2T

(fr, fm) = /027r cos((n —m)z)dz + - / sin((n — m)z)dz = 0.

0

Pour f € V la composante de f sur f,, ou le coefficient de Fourier de f relativement a
fn, est

(f’f‘n> _ 1 27rf(a:)e—ina3 dz.

(f‘m fn> B g . 0
Soient V' un espace vectoriel sur C de dimension finie et f : V x V — C une forme
sesquilinéaire. Pour une base B = {v1,...,v,}de Vetz =), o4v; et y=>,B;v;ona

<$, y> = Z aiﬁjf(vii 'U])
ij

et avec la matrice Ag = (f(vs,v5))1<i,5<n alors

(z,y) = [2]5AL]B (3.9)

ol pour un vecteur v € C" le vecteur v est tel que (v); = (v;) pour tout 7. Pour une
matrice A € C™*", A € C™*" est la matrice telle que (Z) = (4;;) pour out 1,.
ij

Définition 3.17. Une matrice A € C™*" est appelée hermitienne si on a
A= AT,

Proposition 3.30. Soit V un espace vectoriel sur C de dimension finie et soit B une
base de V. Une forme sesquilinéaire f est une forme hermitienne si et seulement
st AL est hermitienne.

Définition 3.18. Deux matrices A, B € C™*™ sont congruentes complezes s'il existe une
matrice inversible P € C**™ telle que A = PT . B . P. Nous écrivons A =¢ B.
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3 Formes bilinéaires

¢ est aussi une relation d’équivalence. On peut aussi modifier l'algorithme 3.1 tel
qu’il calcule une matrice diagonale congruente complexe par rapport a une matrice
hermitienne A € C™*", voir l'exercice 6. Alors on a le théoréme suivant.

Théoreme 3.31. Soit V un espace vectoriel sur C de dimension finte, munt d’une
forme hermitienne. Alors V posséde une base orthogonale.

Démonstration. Soit B = {vy,...,v,} une base de V. Pour z,y € V on a

(z,9) = [2]5A5[y]5.

Soit P € C™*™ inversible telle que

C1
PTAP =
Cn
La base orthogonale est wi, ..., w, dont [w;|p est la j-éme colonne de P,
P1j
[wils=1| |,
Dnj

— n .y
alors w; = ) 7" | Pi;V;.

Exemple 3.18. On considére la matrice hermitienne

0 -1 3+4
A= 1 -2 12
3—41 12 5

et le but est de trouver une matrice inversible P € C3*3 telle que
PT.A.P

est une matrice diagonale. Nous échangeons la premiére et la deuxieéme colonne ainsi
que la premiere et la deuxiéme ligne et obtenons

-2 1 12

—1 0 3441

12 3—-4: 5

Apres on transforme

1 0 0 -2 1 12 1 052 6 -2 0 0
—05: 1 0 -1 0 3+ 4 0 1 0Ofl={0 056 3-—-2
6 01 12 3-4: 5 0 0 1 0 3+2 7
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3.7 Formes sesquilinéaires et produits hermitiens

La prochaine transformation est

1 0 o] [-2 o 0 10 0 -2 0 0
0 1 ol-|o 05 3—2¢|-/10 1 —6+4i|l=|0 05 0
0 —6—47 1| |0 342 77 0 0 1 0 0 51
Pour )
010 1 —057 6 10 0
P=]|100-/l0 1 0|-|0 1 —-6—4i
0 01 0o 0 1 0 0 1
on obtient
-2 0 O
PT.A.P=]0 05 0
0 0 51
Exercices

1. Soit V un espace vectoriel sur C et f: V x V — C une application satisfaisant

les axiomes

i) On a f(v,w) = f(w,v) pour tout v,w € V.

ii) Si u,v et w sont des éléments de V,
flw,v+w) = fu,v) + fu, w)

iii) SizeCetu,veV,
f(a:-u,'u) :a:f(u,v).

Montrer que f est une forme hermitienne.

. Soit V' un espace vectoriel sur C de dimension finie et f : V x V — C une forme
sesquilinéaire. Pour une base B = {v1,...,v,}de Vetz =3 v, et y =3, Biv;
montrer en détail que

(2,9) = [e]5 A [u]5

avec la matrice AL = (f(v;, V;5))1<s,j<n. Indiquez I'application des axiomes PH 2)
et PH 3) dans les pas correspondants.

3. Démontrer la proposition 3.30.

. Soit V' un espace vectoriel sur C de dimension 7 et soit (.) une forme sesquilinéaire.

Montrer que (.) est non dégénéré si et seulement si rang(Ag) = m pour chaque
base B de V.

. Montrer que = est une relation d’équivalence.

. Modifier I'algorithme 3.1 afin qu'il calcule une matrice diagonale congruente com-
plexe par rapport a une matrice hermitienne A € C**",

5b



3 Formes bilinéaires

7. Soient V' un espace vectoriel sur C et dim(V') = 3 et B = {v1, v2,v3} une base
de V. Avec les matrices A; € C3*3 décrites en bas et les applications fi(z,y) =

[z]Z A;[y] s, cocher ce qui s’applique.

A | Ay | A3

forme sesquilinéaire
forme hermitienne

2 1 3 2 1414 3 2 1+2-4 3—4
Ar=|10 2|,4=|1 0 2|,A3=|1-25 0 2-4
320 3 2 0 3—4 24i 0

3.8 Espaces hermitiens

Pour le reste de ce paragraphe, s’il n’est pas spécifié autrement, V' est toujours un
espace vectoriel sur C muni d’un produit hermitien. Alors V est un espace hermitien.

Définition 3.19. Soit (,) un produit hermitien défini positif. La longueur ou la norme

d’un élément v € V est le nombre
vl = /{v,v).

Un élément v € V est un vecteur unitaire si |jv|| = 1.

Aussi, l'inégalité de Cauchy-Schwarz est démontrée comme avant :
[{w, v)| <[lull||v]]. (3.10)
Les propriétés suivantes sont facilement vérifiées :
i) Pour tout v € V, ||u|| > 0 et ||v|| = O si et seulement si v = 0.
iil) Poura € Cetv eV ona|a-v|=|al-|v|.
iii) Pour chaque u,v € V ||u + v|| < |Jul| + ||v]|.
Aussi, nous avons le théoréme de Pythagore, 'inégalité de Bessel et la régle du pa-

rallélogramme. L’équivalent du procédé de Gram-Schmidt pour les espaces hermitiens
est comme suit.

Théoreme 3.32 (Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt). Soit V' un espace
hermitien et {vi,...,vn} CV un ensemble libre. Il existe un ensemble libre ortho-
gonal {u1,...,u,} de V tel que pour tout i, {vi,...,v;} et {u1,...,u;} engendrent
le méme sous-espace de V.

Comme avant, une base orthonormale est une base orthogonale consistant de vecteurs
unitaires et le procédé de Gram-Schmidt nous donne le corollaire suivant.

Corollaire 3.33. Soit V' un espace hermitien de dimension finie. V posséde alors une
base orthonormale.
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3.8 Espaces hermitiens

Exercices

1. (Composante de u sur v; indépendance de la direction) Soient u,v € V tel que
(v,v) # 0. Montrer qu’il existe un seul a € C tel que

(u—oa-v,v)=0.

Pour cea on a
(v,u —a-v)=0.
2. Montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
3. Montrer I'inégalité triangulaire iii).

4. Montrer qu'un espace hermitien de dimension finie posséde une base B telle que
(z,y) = [z]§ - [y] 5, olt - est le produit hermitien standard.
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4 Le théoreme spectral et la décomposition en
valeurs singulieres

Dans ce chapitre, nous allons étudier les espaces euclidiens et hermitiens d’une maniere
plus profonde. Lorsque ’on parle de C ou de R, nous allons utiliser la lettre K pour
dénoter C ou R. On va rappeler quelques notions importantes du cours du premier
semestre. Un endomorphisme est une application linéaire f: V — V. Si V est un
espace vectoriel de dimension finie et si B = {v1,...,v,} est une base de V', on a

f(z) = ¢5' (Apds(x)),

oll ¢p est I'ismomorphisme ¢g: V — K™, ¢p(z) = [z]p sont les coordonnées de z par
rapport & la base B. On a le diagramme suivant

v v

l‘ﬁB ld’s
Ap-z

K" —— K"

Les colonnes de la matrice Ag sont les coordonnées de f(v1),..., f(v,) dans la base B.
Une matrice A € K™*™ est diagonalisable s’il existe une matrice inversible P € K™*"
telle que P! - A - P est une matrice diagonale.

4.1 Les endomorphismes auto-adjoints

Dans ce paragraphe 4.1, V est toujours un espace euclidien ou un espace hermitien
de dimension finie.

Définition 4.1. Un endomorphisme F est auto-adjoint si
(F(v),w) = (v, F(w)) pour tous v,w € V.
Théoreme 4.1. Soient B = {vi,...,v,} une base orthonormale de V et F un endo-

morphisme. Alors F' est auto-adjoint si et seulement s1 sa matrice Ag dans la base
B est symétrique (K =R) ou hermitienne (K =C).
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4 Le théoreme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

Démonstration. On traite seulement le cas K = C. Le cas K = R est démontré d’'une
manieére analogue. Nous avons, oll - dénote le produit hermitien standard,

(F(v),w) = (As[v]5) - [w]s = [v]EAB[w]s,

et -
(v, F(w)) = [v]5Ag[w]s.

Alors si Ap = AL, il est clair que (F(v),w) = (v, F(w)) et donc F est auto-adjoint.
Et si F' est auto-adjoint, en choisissant v = v;, w = v;, on obtient

(F(vi),v;) = el Afe; = (AB)ij = (vi, F(v;)) = el Ape; = (AB)i;,
donc AL = Ag O

Lemme 4.2. Soit A € C™**™ une matrice hermitienne. Les valeurs propres de A sont
réelles.

Démonstration. Soient A € C une valeur propre et v # 0 son vecteur propre. Alors
AvTT = 0T ATo = vTAv = X077,
O

Corollaire 4.3. Soit F' un endomorphisme auto-adjoint, alors toutes ses valeurs propres
sont réelles.

Démonstration. Soit B = {v1,...,v,} une base orthonormale. Les valeurs propres de
F sont les valeurs propres de la matrice hermitienne Ag. ]

Corollaire 4.4. Une matrice symétrigue A € R™*" (hermitienne A € C**") a une
valeur propre réelle.

Démonstration. Le polyndme caractéristique p(z) = det(A — z - I,,) a une racine com-
plexe selon le théoréme fondamental de l'algébre. Les valeurs propres de A sont les
racines de p(z). Mais toutes ces racines sont réelles selon le corollaire 4.3. d

Remarque 4.5. La méme preuve, par le théoréme fondamental de 1’algébre, montre en fait
que le polyndme caractéristique de A est scindé sur R, i.e. A posséde n valeurs propres
réelles (en comptant les multiplicités algébriques).

Lemme 4.6. Soient F' un endomorphisme auto-adjoint et u,v # 0 deuzr vecteurs
propres dont leurs valeurs propres sont différentes, alors (u,v) = 0.

Démonstration. Soient A £ v les valeurs propres correspondant aux vecteurs propres
u, v 7# 0 respectivement. Puisque A,y € Ron a

Mu,v) = (F(u),v) = (u, F(v)) = (v, v)

et alors (u,v) = [u]g - [v]g = 0, ol - dénote le produit scalaire/hermitien standard et B
est une base orthonormale de V. O
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4.1 Les endomorphismes auto-adjoints

Définition 4.2. Une matrice inversible U € R™*" est orthogonale si U~ = UT. Une
matrice inversible U € C™*™ est unitaire si U1 =T .

Si U est orthogonale (unitaire), les colonnes de U sont une base orthonormale de R™
(C™), ot 'orthonormalité est entendue au sens du produit scalaire (hermitien) standard.

. . , —T .
Notation. Nous allons écrire A* pour dénoter A~ pour une matrice A.

Théoreme 4.7 (Théoréme spectral). Soit A € K™ " une matrice symétriqgue (hermai-
tienne), alors A est diagonalisable avec une matrice orthogonale (unitaire) P €
K™*" telle que
AL
P*.A-P= (4.1)
An

0U A1, ..., An € R sont les valeurs propres de A.

Démonstration. Soit A € R™ ™ une matrice symétrique. Le cas ou A € C"*"™ est
hermitienne est laissé en exercice.

Le théoréme est démontré par induction. Si n = 1, 'assertion est triviale.
Supposons le théoréme vrai jusqu'a n — 1 € N,n > 2. Montrons le pour n.
Soit A1 € R une valeur propre de A et v # 0 € R™ un vecteur propre correspon-
dant & A;. Avec la méthode de Gram-Schmidt, on peut trouver une base orthonormale
{v,u2,...,u,} dans R”. Soit U € R®*"~! la matrice dont les colonnes sont us, ..., Up.
On considére la matrice

UT CALU € Rnflxnfl'

Cette matrice est symétrique. En effet :
wT. A4 =0T . AT . (UHYT =0T . 4.1,

car A est symétrique. Par hypothése d’induction, cette matrice peut étre diagonalisée
avec une matrice orthogonale K € R™ 1"~ alors

A2
KT.UT. A.U- K=
An
Maintenant, soit P € R™*™ la matrice
P=(v,UK) e R™"™™
La matrice P est orthogonale puisque
1

vl o UK
Prp= <(UK)Tv (UK)T(UK)> -
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4 Le théoreme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

carvl v =1,UT .- U=1,_1et vl -U=0.Et

AL

PT AP = <K1T’Z’§1,A> (v UK)=

O]

Corollaire 4.8. Soit V' un espace euclidien (hermitien) de dimension finie et F un
endomorphisme auto-adjoint. Alors V posséde une base {v1,...,v,} orthonormale
de vecteurs propre de F'.

Démonstration. Soit B = {us,...,un} une base de V tel que (z,y) = [z]s - [y]B ol
- dénote le produit hermitien standard (voir chapitre 3.8, exercice 4) et soit ASBF) la
matrice symétrique (hermitienne) telle que F(z) = ¢§1(A§9F) [z]B). Selon théoreme 4.7,
AEBF) est diagonalisable avec une matrice orthogonale (unitaire) P

A1
p A . p=
An

Soient pi,...,Dpn les colonnes de P. La base orthonormale de vecteurs propres de F est
{'Ul:"':vn} ol v; :¢§1(p’b) O

Comment peut-on calculer la diagonalisation (4.1) ? Voici un procédé pour diagonaliser
une matrice symétrique (hermitienne) A € K»*".

i) Trouver les racines A, ..., Ax € R du polynéme caractéristique
p(z) =det(A—z-I).

ii) Pour tout 7 € {1,...,k}:

a) Trouver une base b(lj), . ,bgi) du noyau de la matrice A— A; I, par exemple avec
I’algorithme de Gauss.
b) Trouver une base orthonormale pgj ), e, pg) du span{bgj ), cer, bfé_)}, par exemple

avec le procédé de Gram-Schmidt.
1 1 k k
iii) P = ( g),...,pgl),...,pg ),...,pgk)>

Exemple 4.1. Soit V' un espace euclidien de dimension 3 et soit F un endomorphisme
auto-adjoint de V. Soit B = {v1,v2, v3} une base orthonormale telle que
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4.2 Formes quadratiques réelles et matrices symétriques réelles

Trouver une base orthonormale qui se compose des vecteurs propres.

Le polyndéme caractéristique de Ap est
p(z) = det(Ap —zI) = —2° + 1222 — 212 — 98 = —(z — 7)*(z + 2)

On trouve les bases des espaces propres

1 ~1/2 ~1
=7 00=o], 60 =] 1 et Ap=—2: P = | —1/2
1 0 1

Les vecteurs bgl) et bgl) ne sont pas orthogonaux. Le procédé de Gram-Schmidt produit

bgl)* =(-1/4,1,1/4)T. Les vecteurs bgl), bgl)*, b§2) sont une base orthogonale de vecteurs
propres. Maintenant il reste a les normaliser et on obtient

V2 —? _2
2

=0, =22 P = —§
V2 V2 2
2 6 3

Alors {gvl + gvg, —%vl + %vg + %vg, —2u; — fup + %’Ug} est une base ortho-
normale de vecteurs propre de F'.
Exercices

1. Soit 2z = z + 1y € C", ou z,y € R™. Montrer que z et y sont linéairement
indépendants sur R si et seulement si z et z sont linéairement indépendants sur
C.

4.2 Formes quadratiques réelles et matrices symétriques réelles

Le lemme 4.2 et le corollaire 4.4 démontrent qu'une matrice symétrique réelle posséde
une valeur propre réelle. Cette démonstration passe par les nombres complexes et utilise
le théoréme fondamental de 1'algébre. Pour le cas ot A = AT € R™*", nous allons main-
tenant démontrer 1'assertion du corollaire 4.4 d’une maniere géométrique. L’ensemble

S"l={zcR": ||z]| =1}
est appelé la n-spheére.

Définition 4.3. Une forme quadratique est une fonction f: R® — R, f(z) = z¥ Az ou
A € R™™ ™ est une matrice symétrique.
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4 Le théoreme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

En fait, si B € R™*™ n’est pas symétrique, la matrice A = 1/2(BT 4 B) est symétrique
et 2TBz = 1/2(zT BTz + 2T Bz) = 2T Az. Alors la fonction g(z) = z7 Bz est aussi une
forme quadratique.

Une forme quadratique est un polynéme de degré 2 et une fonction continue. Puisque
S™1 est compact et f(z) est continue, f(z) posséde un maximum sur S™ !. Nous
sommes préts & démontrer le lemme d’une maniére géométrique.

Lemme 4.9. Soient A € R™™™ une matrice symétrique et v € S* ! le mazimum de la
fonction f(z) = zT Az sur S 1. On a Av = Av pour un X € R. En particulier, A
posséde une valeur propre réelle.

Démonstration. Supposons qu'il n’existe pas de A € R tel que Av = Av. Alors, en
particulier, Av # 0 et on peut écrire

Av=av+ fw

ohweS" L, wlvet #£0 Pourze[-1,1]ona
(1-z)v+zwe St

On voit facilement que ||v/(1 —2%)v + zw|| = 1 en utilisant le fait que v L w, et
v,w € S"~. Nous considérons la fonction g: [-1,1] = R

g(z) = (\/(1—:1:2)v+:z:w>TA<\/(1—x2)v+ww).

Notons que g(0) = f(v), donc si v maximise f sur la n-sphére, en particuliere £ = 0 doit
maximiser g(z) dans 'intervalle [-1,1]. Si on démontre que g'(0) # 0, nous avons déduit
une contradiction et la démonstration est faite.

Comme wT Av = vT Aw, clairement

9(z) = (1 —2* )T Av + (2-1/(1 — 2%) - 2) wT Av + 2w Aw.

Ceci démontre que ¢'(0) = 2-wTAv =2- 8 #0.

Définition 4.4. Une matrice symétrique A € R™ ™ est

— définie positive, si z7 Az > 0 pour tout z € R™\ {0}

— définie négative, si z7 Az < 0 pour tout z € R™\ {0}

— semi-définie positive, si z7 Az > 0 pour tout £ € R™

— semi-définie négative, si z7 Az < 0 pour tout z € R”.
La forme quadratique z7 Az correspondante est appelée définie positive, définie négative,
semi-définie positive ou semi-définie négative, en accord avec A.

Théoreme 4.10. Une matrice symétriqgue A € R™*™ est

1. définie positive, si et seulement st toutes ses valeurs propres sont strictement
positives.
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4.2 Formes quadratiques réelles et matrices symétriques réelles

2. définie négative, st et seulement st toutes ses valeurs propres sont strictement
négatives.

3. semi-définie positive, st et seulement st toutes ses valeurs propres sont posi-
tives (ou z€éro).

4. semi-définie négative, st et seulement st toutes ses valeurs propres sont ne-
gatives (ou zéro).

Démonstration. D’aprés le théoréme 4.7 il existe une matrice orthogonale U € R™**"
telle que
A1
A=U uT. (4.2)
}\n

ol les A; sont les valeurs propres de A. Les colonnes 41, ..., u, de U forment une base
orthonormale de R™ de vecteurs propres de A. Soit z € R”, alors ¢ = ), a;u; et

T Az = Z(a?))\i.

i
D’ici I'assertion suit directement. O

Le k-mineur principal d’une matrice A est le déterminant de la matrice qui est
construite en choisissant les premiéres k lignes et colonnes de A; c’est-a-dire det(Bk)
ol By € R¥** telle que b;; = ai;, 1 < 4,7 < k. Soit K = {I1,...,l} C {1,...,n} ou
I <ly < --- < lj. La matrice Bx € R*¥** est définie par bij = ay;, pour 1 <4,7 <k.Un
k-mineur symétrigue de A est le déterminant d’une matrice By ; c’est-a-dire det(Bk).

Théoreme 4.11. Soit A € R™™™ une matrice symétrique.

a) A est définie positive st et seulement si tous ses mineurs principauz sont stric-
tement positifs.

b) A est semi-définie positive si et seulement si tous ses mineurs symétriques sont
non négatifs.

Ce théoréme est connu sous le nom de "critére de Sylvestre”.

Démonstration. On démontre a), tandis que b) est une exercice. Soit A une matrice
définie positive, montrons que les matrices By, 1 < k < n, sont également définies
positives : soit z; € R* non-nul, on complete ce vecteur en un vecteur z; € R™ en lui
rajoutant n — k zéros. On vérifie facilement que zEBkzk = mfAmk > 0. Les valeurs
propres de By sont donc toutes strictement positives en vertu du théoréme précédent.
En se servant alors du théoréme 4.7, on obtient facilement que det(By) est le produit
des valeurs propres de By, alors det(By) > 0.

Supposons maintenant que det(By) > 0 pour tout k£ € {1,...,n}. L’argument est par
récurrence. Le cas n = 1 est trivial.

Soit n > 1. Les matrices By k = 1,...,n — 1 sont définies positives par récurrence. Si
A elle méme n’est pas définie positive, det(A) > 0 implique qu’il existe au moins deux

65



4 Le théoreme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

valeurs propres négatives, disons y et A dans la factorisation donnée par le théoréme spec-
tral, et deux vecteurs propres orthogonaux u,v € R™ correspondants. Leurs derniéres
composantes sont pas égales a zéro, parce que A, 1 est définie positive. Alors il existe
B # 0 tel que la derniére composante de u + fv est égale a zéro. Mais

(u+ ,B'U)TA(u +pv)=p+ B2 <0,

ce qui est une contradiction au fait que A, _1 est définie positive.

Exemple 4.2. Nous pouvons alors montrer qu'une matrice symétrique est définie positive
de deux maniéres différentes d’aprés les deux théorémes précédents : considérons la

matrice suivante
2 -1 0

e Son polyndéme caractéristique est égal a det(A— X1,) = —X3+6X2— 10X +4 dont les
racines sont 2, 2++/2 et 2—+/2. Les valeurs propres de A sont toutes les trois strictement
positives donc la matrice est définie positive.

e D’une autre fagon, det(B1) =2 > 0, det(Bs) =3 > 0 et det(B3) = det(A) =4 >0
donc la matrice est définie positive.

O]

Théoréme 4.12. Soit A € R™ ™ une matrice symétrique et f(z) = =T Az la forme
quadratique correspondante ¢ A. On a

= et mi — A, 4.3
 max f(z) =X et min f(z) (43)

ou A1 et A, sont les valeurs propres mazimale et minimale de A respectivement.

Démonstration. Nous utilisons la factorisation

A1
A=P PT
An

ot P € R™™ est une matrice orthogonale dont les colonnes sont pi,...,p,. Si z =

i Qi pi, alors
HccHz = Zaf et 27 Az = Z()\ia?)
i

1

et si ||z = 1,

A=Ay 0 <> (Nag) <Ay of =Ap

i
Ca démontre que p; et p, sont les solutions optimales des problemes d’optimisation (4.3).
O
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Définition 4.5. Soit A € R™*™ une matrice symétrique. Pour z € R™ \ {0} le quotient
Rayleigh—Ritz est

zT Az

Tz~

Ra(z) =
Pour z € R™\ {0} z/||z|| € S*! et Ra(z) = (z/l|zl))” - A(z/||z]]).

Théoréeme 4.13 (Théoréme Min-Max). Soit A € R™*"™ une matrice symétrique avec les
valeurs propres A1 > --- > A,. St U dénote un sous-espace de R™ alors

A = max min Ra(z 4.4
k dim(U)=k zcU\{0} a(@) (44)
et
A = min max Ra(z 4.5
b dim(U)=n—k+1 :cEU\?O} A( ) ( )
Démonstration. Nous démontrons (4.4). La partie (4.5) est un exercice. Soit {u1,...,un}
une base orthonormale de vecteurs propres associés & A; > ... > A, respectivement. On
fixe un entier k, et un espace U de dimension k. Clairement span{ug, ..., u,}NU 2 {0}.
Alors il existe un vecteur 0 # z = Y, a;u; € U. Clairement R4(z) < Ag. Pour
U = span{uy, ..., Uk}, Mingern s03 Ra(z) = M. Ensemble ga démontre (4.4). O
Exercices

1. Une matrice réelle symétrique, différente de la matrice zéro, telle que toute com-
posante sur la diagonale est zéro ne peut pas étre semi définie positive, ni semi
définie négative.

2. Une matrice réelle symétrique, différente de la matrice zéro, dont la diagonale est
égale a zéro, possede un 2 x 2 mineur symétrique négatif.

3. Soit L € R™ ™ une matrice de la forme

H 0
L= < C| It >

ott H € R™* et 1 > 0. Soit Q € R™*™ la matrice de la permutation (transposition)
qui échange u,v > 1. Montrer

H 0
Q-L:<C, IHH)-Q

ot C' provient de C en échangeant les lignes u — ¢ et v — 3.

4. En s’appuyant sur ’exercice 3) montrer l’assertion suivante. Si ’algorithme 3.1
a exécuté k-itérations et dans chacune de ces k itérations, il existe un j > ¢ tel
que b;; # 0 (avec la notation de la i-éme itération), alors il existe une matrice de
permutation @ telle que le résultat de ces premiéres k itérations s’écrit

RTQTAQR,
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4 Le théoreme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

10.

ol R est une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont 1.
En autres mots, il existe une permutation si appliquée aux lignes et colonnes, 1’al-
gorithme 3.1 n’échange pas de lignes et colonnes pendant ces premiers k itérations.

. Soient A € R™ " réelle symétrique et A’ la matrice obtenue de A en échangeant

les lignes 7 et j (A’ = QT AQ pour une matrice de permutation (transposition) Q).
Montrer que pour tout K C {1,...,n}, il existe K’ C {1, ...,n} tel que det(4x) =
det(A%/) (mineurs symétriques) et inversément. En d’autres termes, montrer que
tous les mineurs symétriques de A se retrouvent dans A’ et vice versa.

. Montrer la partie b) du théoreme 4.11.

Indication pour montrer < : Il existe une matrice de permutation Q telle
que l’algorithme 3.1 n’échange pas de colonnes et lignes st confronté avec
QT - A-Q comme input et toutes itérations sont telles que by # 0 jusqu’d un
point, ou tout le reste de la matrice est 0. Il faut s’appuyer sur les erercices
2 et 4.

Une matrice symétrique A € R™*™ est définie négative, si et seulement si det(By) #
0 et det(By) = (—1)*|det(Byg)| pour tout k.

. Une matrice symétrique A € R™*™ est semi-définie négative, si et seulement si

det(Bk) = (—1)¥l| det(Bg)| pour tout K C {1,....,n}.

. Montrer la partie (4.5) du théoréme 4.13.

Soit A € R™ ™ une matrice symétrique avec les valeurs propres A\; > --- > A,.
Soit Bx une matrice comme décrite en dessus ou | K| = k avec les valeurs propres
1 > > pp—g. Pour 1 <z <k, alors

Ai > i 2> Aigk

Définition 4.6. Une matrice hermitienne A € C™*"™ est

définie positive, si z7 AZ > 0 pour tout z € C™ \ {0},
définie négative, si z7 AT < 0 pour tout z € C™\ {0},
semi-définie positive, si z7 AT > 0 pour tout z € C™,
semi-définie négative, si 7 AT < 0 pour tout z € C™.

Le théoréme 4.10 trouve son analogue comme suivant. La démonstration est un exer-
cice.

Théoréme 4.14. Une matrice hermitienne A € C**"™ est
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1.

définie positive, st et seulement st toutes ses valeurs propres sont (stricte-
ment) positives.

définie négative, si et seulement st toutes ses valeurs propres sont (stricte-
ment) négatives.

semi-définie positive, st et seulement si toutes ses valeurs propres sont non-
négatives (donc positives ou z€ro).

semi-définie négative, si et seulement si toutes ses valeurs propres sont non-
positives (négatives ou 2€ro).



4.3 La décomposition en valeurs singuliéres

4.3 La décomposition en valeurs singulieres
On commence avec un théoréme qui décrit la décomposition en valeurs singuliéres et
montre qu’elle existe.
Théoreme 4.15. Une matrice A € C™*™ peut étre décomposée comme
A=P.D-Q

ot P € C™*™ et Q € C™*" sont unitaires et D € RTy™ est une matrice diagonale.
St A est réelle, P et @ sont réelles. -

Démonstration. La matrice A* - A est hermitienne et semi-définie positive dés que
z*A* Az = (Az)*(Az) > 0.

Alors les valeurs propres de A* A sont non-négatives (\; > 0). Soient 62 > ¢g2--- > 02 >0

les valeurs propres et soit {1, ..., u,} une base orthonormale correspondante de vecteurs
propres. La matrice @ € C™*™ est la matrice dont les lignes sont u},...,u}).
Soit r € Ny telque o, >0et 0,41 =0;0naoc; >...>20,>20=0,41=...=0=04.

Nous construisons les vecteurs
v, = Au;fo;, 1 <1<
Les v; sont orthonormaux, parce que
il > = (Aui)*Aui/o? = 1

et pour 1<:1#£j5<nr,
vjv; = uju; = 0.

Avec le procédé de Gram-Schmidt, nous complétons les v; tels que {vy,..., v} est une
base orthonormale de C™. Les colonnes de la matrices P sont alors vy,..., v, dans cet
ordre. La matrice D € C™*™ est la matrice diagonale dont les r premiéres composantes
sur la diagonale sont o4, ..., 0, dans cet ordre. Avec ces matrices P, D et Q nous avons
A=P-D-Q
ou de maniére équivalente
P*. A.-Q*=D,
Nous montrons ¢a en détail. Nous avons
(P*-A-Q")ij = v} Au, (4.6)

et c’est égal a zéro si j > r, parce que dans ce cas Au; = 0 dés que ujA*Au; = 0. Si
1 > 1 (4.6) pas égale a zéro implique Au; # 0 et alors 7 < 7. Mais dans ce cas, par
construction, v; est orthogonal & Au;/o; et (4.6) est néanmoins zéro.
Etsil<s,5 <r,alors
ufA*Auj/o; = ufujo?/o; = {U1 S
0 autrement.
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4 Le théoreme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

Définition 4.7. En suivant la notation du théoréme 4.15, les nombres o4, ..., 0, sont les
valeurs singuliéres de A. La factorisation A = P - D - Q est une décomposition en
valeurs singuliéres.

Exemple 4.3. Trouver une décomposition en valeurs singuliéres de

0 —-16 0.6
0 12 0.8
A= 0 © 0
0 O 0

On commence avec

000

A*-A=|[0 4 0

0 01

On obtient 01 = 2,09 = 1 et 03 = 0. Les valeurs singuliéres sont les o; > 0, i.e., 03 = 2

et 0o = 1. On calcule les vecteurs propres correspondant a o7 = 2,00 =1et 03 =0. La
matrice @ est

010
Q=10 0 1
1 00
et
—-0.8 0.6
0 0
1 . .
’U]_:*'A 1 0.6 ,’02:A 0| = 0.8
2 0 0 1 0
0 0
On complete avec vs = ez et v4 = ey, alors
—-0.8 06 0 O
06 08 0 O
P= 0 0 1 0
0 0 01
et
—-0.8 06 0 O 2 00
06 08 0 O 010 gég_A
0 0 10 0 0O 10 0 -
0 0 01 0 00O
Définition 4.8. La pseudo wnverse d'une matrice
o1
02
D= or c Rmxn
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4.3 La décomposition en valeurs singuliéres

oll 0; € Ryq est

D+ — ' 0_71 c Rnxm

0

Toutes les composantes qui ne sont pas décrites sont zéro. La pseudo inverse d’une
matrice A € C™*™ avec une décomposition en valeurs singulieres A= P - D - Q) est

At =Q*Dtp*.
Exemple 4.4. La pseudo inverse de la matrice A d’exemple 4.3 est
00 1 05 0 0 0 _00688288
At=|100|-|]0 100 6 o0 10
0 10 0 00O 0 0 0 1

Pourquoi est-ce que nous parlons de la pseudo inverse ? Parce qu’elle est unique.

Théoreme 4.16. Soit A € C™*™, alors il existe au plus une seule matrice X € C**™
telle que les quatre conditions de Penrose sont satisfaites :

i) AXA=A
i) (AX)* = AX
i) XAX = X

w) (XA)* = XA.

Démonstration. Soient X et Y deux matrices satisfaisant i-iv. Alors
X = XAX

XAYAX

XAYAYAY AX

(XA (YA'Y(AY)* (AX)*

A X*A'Y'YYFA* X* A*

(AXAY'Y*YY*(AXA)*

AY*YY*A*

(YA)'Y(AY)*

YAY AY

YAY

=Y.
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4 Le théoreme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

Théoreme 4.17. La pseudo inverse d’une matrice A € C™*™ satisfait les conditions
1-10.

Démonstration. Soit A = PDQ une décomposition en valeurs singuliéres et AT =
Q*DTP*. 11 est facile de voir que DT satisfait les conditions i-iv relatives & D. Les
conditions sont aussi vite montrées pour A et AT. Par exemple i est montrée comme
suit :

AATA = PDQQ*DTP*PDQ
= PDDTDQ
= PDQ
= A

Il est un exercice de vérifier les conditions 1i-iv. O

4.4 Encore les systemes d’équations
Nous considérons encore une fois un systéme
Az = b, (4.7)
ol AeC™* ™ et be C™.

Définition 4.9. La solution minimale de (4.7) est la solution du probléme des moindres
carrés

min ||Az — b||?

zeCn
correspondant avec norme ||z|| minimale.

Théoreme 4.18. La solution minimale de (4.7) est
z=A"D,
ol AT est la pseudo inverse de A.

Démonstration. Tout d’abord on remarque que pour B € C™*™ unitaireet y € C”, ||y||> =
yTy = y" BT By = || By||%. Ainsi on a
in [|[Az —b|| = in |PDQz — b|| = min ||P*(PDQz — b
min [[Az —bl| = min|[[PDQz —b|| = min ||P*(PDQz - b)|
= min ||[DQz — P*b|| = min ||Dy — P*b
min || DQz I = min || Dy I

= ] Dy —
;Ig}cgll y—cll

olt ¢ = P*b. Dés lors on peut facilement vérifier que y est une solution minimale de
Dy = ¢ & Q*y est une solution minimale de Az = b. Mais comme les solutions optimales
de Dy = csontlesy € C" telsquey; = ¢;/o; pour 1 <% < rety,i1...Yy, sont arbitraires
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4.5 Le meilleur sous-espace approximatif

alors la solution ol y,41 = --- = y, = 0 est celle de norme minimale. Elle est donnée
par
y=D"c.

La solution minimale de (4.7) est alors

T=Q'Yy=Q*D"P*h=A"b.

O
Exemple 4.5. Trouver la solution minimale du systéme
0 —-16 0.6 5
0 12 08| _ |7
0 0 0 | 3
0 o0 0 -2
La pseudo-inverse de la matrice ci-dessus est
0 0 00
AT=1-04 03 0 O
06 08 0 0
et
0 0 0 O ? 0
—-04 03 0 O 3 | = 0.1
06 08 0 O 9 8.6
4.5 Le meilleur sous-espace approximatif
Nous nous occupons du probléme suivant. Soient ai,...,a,, € R™ des vecteurs et
1 < k < n, trouver un sous-espace H C R” de dimension k tel que
Z d(a;, H)2
i
soit minimale. Ici d(a;, H) est la distance de a; a H. Si H = span{ui,...,ur} ol
{u1,...,ur} est une base orthonormale de H, alors a; = Z;‘?Zl(ai, uj)u;+d; oud; = a;—
Zle(ai, u;j)u; est orthogonal & u1,...,u, et alors & H. Avec le théoréme de Pythagore

(Proposition 3.12), on a
k
d(ai, H)? + ) (ai,uj)? = [|as]®.
=1
Le sous-espace H de dimension k qui minimise Y, d(a;, H)? est alors celui qui maximise

k k k
2o (anuy)? =3 4wyl =3 ui AT Au;.
=1

1 g=1 7=1
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4 Le théoreme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

Pour & = 1, nous connaissons déja une maniére de résoudre ce probléme. Il faut
résoudre

max ul AT Au.
uesn—l

La matrice AT A est symétrique, alors on peut la factoriser comme
A1
ATA=U - Ut (4.8)
An
ou U = (uy,...,un) € R™*™ est orthogonale. Nous pouvons supposer que les A; sont

ordonnés comme A; > Ay > --- > A, > 0. Les valeurs propres sont non négatives dés
que AT A est semi-définie positive. Selon Théoréme 4.12 la solution est H = span{u;}.

La généralisation suivante du Théoréme 4.12 est un exercice.

Théoréme 4.19. Soit A € R™ ™ une matrice symétrique et f(z) = =¥ Az la forme
quadratique correspondante ¢ A. Soit

A1
A=U. . uT
An
une factorisation de A telle que U = (uq,...,un) € R™*™ est orthogonale et Ay >
o> A Pourl<£<nona
max  f(z) = A1 = min f(z) (4.9)
ZESn71 ZES”71
zluy,...,zluy zlugio,...,zlun

et ugr1 est une solution optimale.

Maintenant, nous pouvons résoudre le probléme central

m
. ] 2
£%12ﬂ%Hy (4.10)
dim(H)=k *=1
Théoreme 4.20. Soient aq,...,am € R, A=(ay, - ,a,m)T et uy,...,ur les premiéres
colonnes de la matrice orthogonale U € R™ ™ de la factorisation (4.8). Le sous-
espace H = span{uy,...,ux} est une solution du probléme (4.10).

Démonstration. Pour k = 1 nous avons déja montré 'assertion. Soit £ > 2 et W I R”
une solution optimale du probléme (4.10) et soit ws, ..., ws une base orthonormale de
W. Nous pouvons supposer wy L span{ui,...,ux_1}, (voir Exercice 6).

Par induction, nous avons

k-1 k-1
Z w;fATij S Z U?ATA’U,J'.
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4.5 Le meilleur sous-espace approximatif

Deés que
max zT AT Az
ZES”71
zlspan{u1,...,ur—1}
est atteint & u; nous avons
wi AT Awy, < ul AT Auy,
et alors
k k
T AT , T AT £, .
ijA Aw; < Z'u,jA Au;.
j=1 71=1

Définition 4.10. Soit A € R™*™.

1) On définit la norme Frobenius de A comme le nombre

1Al = [>_ad.
V5

2) Pour une norme vectorielle || - || définie positive sur R”, on définit la norme ||||||
de A, appelée norme matricielle subordonnée a || - ||, comme le nombre
| Av]]
Al = su = sup [|Av].
v#0 ||U|| [lv]|=1

Remarque 4.21. La norme Frobenius n’est pas une norme matricielle subordonnée.

Exemple 4.6. Soit A € R™*™. On considére la norme euclidienne standard (aussi appelée
norme 2) sur R” :

vl =4/> 0 (v:)>

Alors la norme matricielle subordonnée a || - || correspond a

A
Al = sup 12%02 — o vl = sup VoTATaw = v,

w20 [[Vll2 u|a=t Jvll2=1

o1 \; est la plus grande valeur propre de AT A (ou de maniére équivalente, \/A; est la
plus grande valeur singuliére de A).

Exercice 4.1. Soient A € R™*", || - || une norme définie positive sur R™, |||-||| la norme
matricielle subordonnée a || - ||. Alors pour tout v € R”, on a :

[Av| < [[All - [[]l-

Définition 4.11. Soit A € K™*". La trace de A est la somme de ses coefficients diagonaux,
Tr(A) = X1 a4

Lemme 4.22. Pour A, B € K™*" Tr(AB) = Tr(BA).
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4 Le théoreme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

Lemme 4.23. Pour A € R™ ", ||A||Z = X7 ;02 ot 01,...,0, sont les valeurs sin-
guliéres de A.

Démonstration. On a ||A||% = Tr(ATA) = Tr(U - diag(o?,...,02) - UT) ot U € R™*™
est orthogonale. Alors

|l = Tr(diag(o3,...,07)) = > o7

O]

Maintenant nous allons résoudre le probleme suivant. Etant donnés A € R™*™ et
k € N, trouver une matrice B € R™*" de rang(B) < k tel que

|A—B|r
soit minimale.
Si A = P .diag(o1,...,0.,0,...0)-Q est une décomposition en valeurs singuliéres ol
les colonnes de P sont v1,. .., U, et les lignes de Q sont u?,...,uL on peut écrire
r
A=) owiu] (4.11)
i=1

et on dénote la somme des premiers k termes comme
k
T
Ak = z o;U;U;
=1

Le rang de Ag est au plus k.

Lemme 4.24. Les lignes de Ay sont les projections des lignes de A dans le sous-espace
Vi = span{us, ..., ur}.

Démonstration. Soit a® une ligne de A. La projection de a dans le sous-espace span{us, ..., ux
est

k
STy, o
=1

Alors les projections des lignes de A dans le sous-espace Vj sont données par Zf;l Ayl =
Z?:l o*i'vi'u,;r = Ak. O

Théoreme 4.25. Pour une matrice B € R™*™ de rang plus petit ou égal d k, on a

|A — Allr <||A - B||F.
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4.5 Le meilleur sous-espace approximatif

Démonstration. On dénote les lignes de A par af, ..., a7 et soit B une matrice de rang
au plus k. Les lignes de B sont dénotées comme b7,...,bZ . Soit H = span{by,...,bm}.
La dimension de H est rang(B) < k. On a

A= Bl%=>"llai = b:l[> > ) d(as, H)*.
1=1 =1

Soit A = span{u,,...,us}. Nous avons démontré que
i) H est le meilleur sous-espace approximatif des lignes de A alors )7, d(a;, H)? >
S d(ag, H)? et
ii) Les lignes de A sont les projections des lignes de A dans H.

En dénotant les lignes de Ay par a7 ,...,am", alors

IA = Bl% > das, H)? = ) llai - @l* = |4 - Aell%.
i=1 =1

Exercices
1. BEst-ce que la décomposition en valeurs singuliéres est unique ? Est-ce que les va-
leurs singuliéres sont uniques ?
2. Dans la démonstration du théoréme 4.15, montrer que rang(A4) = 7.
3. Démontrer que la pseudo-inverse satisfait les conditions ii-iv.

4. Si Az = b a plusieurs solutions, il existe une solution unique avec une norme
minimale.

5. Montrer Théoréme 4.19.

6. Soient G, H C R™ des sous-espaces de R” et k£ = dim(G) > dim(H). Montrer que
G posséde une base orthonormale wy, ..., wy telle que wy L H.
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5 Systemes différentiels linéaires

On considére le systéme différentiel suivant

x1(t) = anxi(t) +---+ ainxa(t)
Xlz(t) : a21X1 (t) +- 1 agnxn(t) (51)
Xn (1) - an1x1(t) +-- 4+ appxn(t)

ou les a;; € R. En notation matricielle, on peut écrire le systéme comme

x' = Ax
ol
a1 -+ Qin
A= : , X € CHR;R™).
Qn1 Qnn

On cherche des fonctions dérivables x; : R — R qui, ensemble, constituent x et qui
satisfont (5.1). Un tel x est une solution du systéme (5.1).

Exemple 5.1. Considérons 1’équation différentielle x'(¢) = x(¢). Une solution est x(¢) = e’.

Une autre solution est x(t) = 2 - e*. Si on spécifie la condition initiale x(0) = 1, alors
x(t) = e est I'unique solution qui satisfait cette condition initiale. Généralement, si on
spécifie x(0) = a, alors x(t) = o - e’ est la solution qui satisfait la condition initiale.

Considérons x/(t) = —x(t), une solution est x(t) = e(-%). C’est aussi une solution qui
respecte la condition initiale x(0) = 1.

Essayons d’abord de résoudre le systéme en mettant x(¢) = e*v ot ¥ € R™ est un

vecteur constant. Dans ce cas x' = Ax se récrit comme Xe*v = e*Av. Nous avons
démontré le lemme suivant.

Lemme 5.1. Si A € R est une valeur propre de A et si v € R"® \ {0} est un vecteur
propre correspondant, alors x(t) = e*v est une solution du systéme (5.1) pour les
conditions initiales x(0) = v.

Le théoréme suivant est démontré en cours analyse 2.

Théoreme 5.2 (Cours d’analyse II). Etant donné les conditions initiales x(0) il eziste
une unique solution x du systéme (5.1).

Nous sommes concernés par le probléme de frouver la solution x explicitement. On
commence avec une observation qui est un exercice simple.
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5 Systémes différentiels linéaires
Lemme 5.3. L’ensemble 2" = {x: x est une solution du systéme (5.1)} est un espace
vectoriel sur R.

Est-ce que c’est possible de donner une base de 2" explicitement ? Dans le cas ot A
est diagonalisable :
A= P -diag(A1,...,\p) - P!

ol P € R™* ™ est inversible et les A; sont réels, le théoréme suivant décrit une base
intuitive de 2 .

Théoreme 5.4. Si R™ posséde une base {v1,...,v,} C R™ de vecteurs propres de A
telle que Av; = A;v;, alors

x(i)(t) =eMt .y, i=1,...,m
est une base de Z .

Démonstration. Montrons d'abord que les x(*) sont linéairement indépendants. Sup-
posons que > a;x(Y) = 0. C'est-a-dire que les n fonctions qui sont les composantes de
> a;x() sont toutes la fonction identiquement nulle. En évaluant en ¢ = 0, on trouve

0= Z aivieAiO = Z a;v;.
i i

Or les v; sont linéairement indépendants. On a donc a; = 0 pour tout ¢ ce qui démontre
que les x(*) sont linéairement indépendants.
Maintenant soit y € 2" et soient a; € R tels que

y(O) = Z a;v;.
B
Alors x := )7, a;x() € 2 et comme x(0) = y(0), le Théoréme 7.10 implique que x = y.
Les x(*) engendrent donc .27, et {x(1),...,x(")} est une base de 2. O

Est-ce qu’on peut aussi trouver une solution dans la cas ot A est diagonalisable dans
les nombres complexes, donc si

A:P-diag(kl,---,)\n)'Pil

olt P € C™"*™ est inversible et les A\; € C? Pour discuter de ¢a, il faut d’abord définir,
ce qu’est une solution complexe du systéme (5.1). Toute fonction f : R — C s’écrit
comme

f(z) = fr(z) +1- fs(z)

ol fr(z), fs(z) sont des fonctions de R — R. Si fr et fs sont dérivables, on dit que
f(z) est dérivable et on définit

f'(z) = fr(z) + 13- fs().
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Sixiy,...,Xn: R — C sont dérivables, comme avant

X1

Xn
est une solution compleze du systéme (5.1) si x' = Ax. Et comme avant, on peut noter

le lemme suivant, en se rappellant que e®™® = e®(cosb + 1 - sinb).

Lemme 5.5. Sv A € C est une valeur propre de A et st v € C™\ {0} est un vecteur
propre correspondant, alors x(t) = eMv est une solution du systéme (5.1) pour les
conditions initiales x(0) = v.

Démonstration. On écrit
x' = ey = eMAv = Ax.

O
Lemme 5.6. Etant donné une solution compleze x = xp +ixg du systéme (5.1), alors
Xp et xg sont des solutions réelles.
Démonstration. Dés que xy + 1Xg est une solution, on a
Xp + ixg = X = Ax = Axg + 1Axg.
Comme A est réelle on a xp = Axg et x¢ = Axg en prenant les parties réelles et

imaginaires des deux cOtés. O

Supposons alors que A € R™*" est diagonalisable . Et soit {vy,...,v,} une base de C"
de vecteurs propres associés a A1, ..., A, respectivement. Si v; = u;+7-w; ol u;, w; € R™,
les w1, ..., Un,Ws,..., W, engendrent R™ (voir exercice 3). Comme nous avons noté

xU) = eXity,

sont des solutions complexes du systeme (5.1).

Aussi, on peut supposer que la base et les valeurs propres sont tels que les vec-
teurs/valeurs propres complexes viennent en paires conjugées complexes. Plus précisément,
si 2k valeurs propres sont complexes et le reste sont réelles, on pose

Vgj_1 = Tg; et Agj_1 = Aoy pour 1 <5<k <n/2 (5.2)

et
v; € R™, \; € R pour 5 > 2k. (6.3)

Considérons maintenant une solution donnée par v = u + 1w A = a + 1b.
x = e%"(cos(bt) + isin(bt)) (u + iw)
= e (cos(bt)u — sin(bt)w) + 1e®* (sin(bt)u + cos(bt)w).
Ceci nous donne alors deux solutions réelles
x(1) = e%t (cos(bt)u — sin(bt)w),
x® = et (sin(bt)u + cos(bt)w).
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5 Systémes différentiels linéaires

Remarque 5.7. Les solutions réelles données par v et A engendrent le méme espace que
les solutions réelles données par v et .

Nous pouvons alors noter une marche a suivre pour résoudre le systéme (5.1) étant
donné x(0) si A est diagonalisable.

1. Trouver une base de vecteurs propres vy, ..., v, de A ordonnée comme dans (5.2)
et (5.3).

2. Pour chaque paire v, A2j, 1 < 7 < k trouver les deux solutions réelles dénotées
par x(7-1) et x(27).

3. Pour chaque paire réelle v;, A\; n > 7 > 2k, trouver la solution x(9).

4. Trouver la combinaison linéaire

x(0) = > a;x)(0)

5. La solution est '
X = Z ajx(J)
J

Exemple 5.2. Résoudre le systéme x' = Ax ol

A= <_12 f) et x(0) = (1)

On trouve que A; = 1+ 22 et Ay = 1 — 27 sont les valeurs propres de A et

v = ! et vy = L
sont les vecteurs propres correspondants. Les deux solutions impliquées par v; sont
x = ¢t <cos(2t) <(1)> — sin(2t) <2>>
x® = ¢t <sin(2t) (é) + cos(2t) (2)) .

La solution qu’on cherche est

. e’ sin(2t) + e* cos(2t)
~ \ —efsin(2t) + et cos(2t) )

Exercices

1. Montrer Lemme 5.3.
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5.1 L’exponentielle d’'une matrice

2. Une fonction f: C — C est holomorphe en 2o € C si

f(2) = f(z)

z—20 zZ—2

existe. Soit f holomorphe sur C et g = fir la fonction f réduite a R. Montrer

i) g(z) = gr(z) + 1 - gs(z) est dérivable au sens de notre définition, parti-
culierement gr(z) et gs(z) sont dérivables.

ii) fir(z) = gg(z) +1- 95(2).

3. Soit {u; +¢-wiy,...,u, + ¢ - wy} une base de C™ ol u;, w; € R™ pour tout z.
Montrer que span{u;, w;: 1 <1 <n} =R"

5.1 L’exponentielle d’'une matrice

Définition 5.1. Pour A € C™*"™ on définit

1 1
A _ 2 3
_I+A+f2!A +3!A +

On rappelle la définition d’une série intégrable
© .
Z a;z7,
3=0

ou les coefficients a; € C, et qui converge sur un disque de rayon p. C’est & dire que,
si |z| < p la série converge et la fonction f: {z € C: [z| < p} — C définie par f(z) =
Zg_o a;z’ est holomorphe avec dérivée f'(z) = Zj OjaJmJ 1. Une série intégrable
importante est la série

qui définit la fonction holomorphe exp: C — C

1
J

e®t® = ¢%(cos b + isinb).

On va maintenant généraliser la définition de la norme Frobenius pour les matrices

complexes. Pour A € C™*™,
I Alle = [Y" lass 2.
]

Lemme 5.8. Pour A € C"*™ et B € C™* " on a

|4 - Bllr < [|AllF - [|Bllp-
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5 Systémes différentiels linéaires

Démonstration. Soient a¥,...,al € C™ les lignes de A et by,...,b, € C™ les colonnes
de B. Avec Cauchy-Schwarz

I(AB);)? = (aT8;)(@Tb;) < [lal|?||b;]2

et donc
IAB|% =Y [(AB)i> <> llagl®- > 1bsll> = | AllZ - || Bll3-
ij i i

A

Lemme 5.9. La série e”* converge.

Démonstration. 11 est facile de se convaincre que la convergence pour la norme de
Frobenius revient a prouver que la suite est de Cauchy.

Evidemment Vc € C la série Zj':(’f)’ ?—], = e/ converge. La suite des sommes partielles
est donc de Cauchy.

Considérons maintenant la suite (bp)neny = (

. A .7 - .
1 bm = bn o=l SPmii % lr < Sl "j‘!'F < e pour n,m > N. (qui existe

n Al

o T)neN' Soient m,n € N alors

j .
car la suite des sommes partielles de la série .25 % = ellAlF est de Cauchy.) O

, k Lok
Nous avons montré que et = Y koo %,Ak converge pour tout ¢ € R. Plus précisément

k P 4
chaque composante ) 72, %Ak est une série intégrable avec un rayon de convergence co.
Nous pouvons donc dériver les termes de la somme pour obtenir

d At _ 4 a4t
7€ = Ae™. (5.4)

Théoreme 5.10. La solution du probléme initial x' = Ax, x(0) = v est
x(t) = eftv.
Démonstration. Soit x(t) = e/tv. Alors x'(t) = Ae’tv = Ax(t). Plutét x(0) =v. [
Définition 5.2. Une matrice N est nilpotente 'il existe un k € N tel que N* = 0.
Nous allons montrer ce théoréme dans le prochain cours.
Théoreme 5.11. Chaque matrice A € C**™ peut étre factorisée comme
A = P(diag(A,...,A\n) + N)P !

ou N € C™*"™ est nilpotente, P € C™*™ est itnversible, A1,..., A, € C sont les valeurs
propres de A et diag(A1,...,An) et N commutent.

Lemme 5.12. Pour A,B€ C" ", si A-B=B-A on a e?*8 =e4ef.
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5.2 Décomposition selon le polyndéme caractéristique

Comment peut-on maintenant résoudre le probléme initial x' = Az, x(0) = v expli-
citement ? Nous savons que cette solution est x = e*4 - v et nous savons que c’est une
solution réelle pour A € R™*". Mais les premiers termes s’écrivent comme

S tA=P <Z t* diag(A1, ..., An)’ +tiN> pt
1=0 1=0

oll nous avons utilisé le théoreme 5.11. Dés que N et diag(Ai,...,A,) commutent, la
solution réelle que ’'on cherche est

x = Petdiag()q_,...,)\n)etNP—l,U
k-1
= P (diag(e"lt,...,eknt) . ZtJNJ/j!> P
7=0

o1 k € N est tel que N* = 0.

5.2 Décomposition selon le polyndme caractéristique

Dans ce chapitre, on va démontrer le Théoréme 5.11. Dans le chapitre suivant, on va
donner une forme normale spécifique pour chaque matrice complexe, le forme normale
de Jordan.

Définition 5.3. Soient V' un espace vectoriel sur un corps X, A : V — V un endomorphisme
et f(z) = ag + -+ + anz™ € Klz]. L'évaluation de f sur A est ’endomorphisme
flA): V>V
f(A) =anA™ 4+ an_1 A"+ + a1 A+ apid,
ol A" =AocAo---0A
(S ———

n fois

Définition 5.4. Soient A : V — V un endomorphisme et W C V un sous-espace de V. On
dit que W est tnvariant sous A si A(z) € W pour tout z € W.

Lemme 5.13. Soient f(z) € K[z] et A: V — V un endomorphisme, alors ker(f(A))
est tnvariant sous A.

Démonstration. Si v € ker(f(A)) on trouve que f(A) Av = Af(A)v = 0. Alors, Av €
ker(f(A)). O
Théoreme 5.14. Soit A: V — V un endomorphisme et soit f(z) = fi(z)- f2(z) tel que
i) deg(f1) - deg(f2) # 0,
u) ged(f1, f2) =1
alors ker(f(A)) = ker(f1(A)) @ ker(f2(A)).
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Démonstration. Deés que gcd(fi, f2) = 1 il existe g1(z), g2(z) tels que

1 = gi(z) f1(z) + g2(z) f2(z)
et alors
91(4) - f1(4) + g2(A) f2(4) = I. (5.5)
Pour v € ker(f(A)), alors
91(4) - f1(A) v+ g2(A) f2(A) - v = v.
Mais g1(A) - fi(A) - v € ker(f2(A)) dés que

f2(A) - g1(A) - fi(A) v = g1(4) - f1(4) - f2(A) - v = g1(A)f(A)v =0

et d’une maniére similaire on voit que g2(A)f2(A) - v € ker(f1(A4)). Il reste & démontrer
que la somme est directe.
Soit alors v € ker(f1(A)) Nker(f2(A4)). L’équation (5.5) montre

v = g1(A) - f1(A) v+ g2(A4) f2(A) v =0,
qui démontre que la somme est directe. O

Lemme 5.15. Soit V un espace vectoriel de dimension finte sur C et soit T:V — V
une application linéaire. Alors V est la somme directe de sous-espaces V. =V, &
--- @ Vi tels que

1) T(V;) C V; pour tout i et
1) Ty,: Vi—V; est de la forme N; + AI ou N; est nilpotente.

Démonstration. Soit p(z) = le polynéme caractéristique de T, alors p(T') = 0. Le
coefficient dominant de p(z) est 1. Le théoréeme fondamental de 1’algebre implique que

p(z) = (- A)™ - (& = A)™*

avec des A; différents. Le diviseur le plus grand de (z — A;)™ et p(z)/(z — ;)™ est 1
pour ¢ # 7. En utilisant théoréme 5.14 en k — 1 étapes, alors

V =kerp(T) =ker(T — MI)™ & --- @ ker(T — A\ I)™*
et avec V; = ker(T' — \;[)™onaV =V, ®--- ® Vi et i) avec lemme 5.13.

De plus,
T|V,; = (T — }‘iI)|V¢ + }‘iI|V.; =: N; + M\ 1

et N; = (T — AJd)y, est bien nilpotente, car V; = ker(T — A;I)™ et donc N™ =
(T — )\iI)KZ =0. O
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5.2 Décomposition selon le polyndéme caractéristique

Remarque 5.16. Lemme 5.15 démontre qu’il existe une base
PB=0b1,...,b5, b3, b5, ... bE, ... bF

ol bi, . ,b};i est une base de V; telle que la matrice A%:—g de T par rapport a la base A
est une matrice bloc diagonale

B,
By
By

et les matrices B; € C%*% sont de la forme B; = N; + A\;I ot les N; sont nilpotentes.
Des que les N; et A\;I commutent, ca démontre le Théoréme 5.11.

Exemple 5.3. Soit

25 34 18
A= -14 -19 -10
-4 -6 -1

Le polynéme caractéristique de A est pa(z) = (z — 1)2(z — 3). Alors

ker(pa(A4)) = R3 = ker ((A - 1)2) @ ker(A — 31).

On a
28 28 56
(A-IP=| -16 —-16 —32
-4 -4 -8
et une base du ker ((4 — I)?) est
Y ART
Et
22 34 18
A-3I=| —-14 -22 -10
-4 -6 -4
avec base de noyaux
-7
4
1
Avec matrice
2 0 -7
pP= 0 2
-1 -1 1
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on a
16 25 0
PiAP=1| -9 —-14 0
0 0 3
et
15 25\’
<—9 —15> =0
Alors

P—lAP:(N1+1-12 00 N2+3-Il>

est en forme blocque diagonale, ot N1 et N, sont nilpotentes. En fait, No = 0.

Exercices

1. Montrer que K|z est un anneau avec 1x[;) = lk.

2. Montrer que a(z) € K[z] et b(z) € K[z] deg(a)+deg(d) > 0 possédent exactement
un diviseur commun le plus grand avec coefficient principal égal a 1.

3. Soit V un espace vectoriel de dimension fini sur C, T': V — V un endomorphisme
et f(z) = (z — A\)™ € C[z]. Montrer que ker(f(T")) # {0} si et seulement si X est
un valeur propre de T'.

5.3 La forme normale de Jordan

Définition 5.5. Un bloc Jordan est une matrice de la forme

Al
Al

ol les éléments non décrits sont zéro.
Une matrice A € C™**" est en forme normale de Jordan si A est en forme bloc
diagonale, ol tous les blocs sur la diagonale sont des blocs Jordan, i.e. A est de la forme

B,
By

By,
ol les matrices B; € C™*™ sont des blocs de Jordan.

Notre but est de montrer le théoréme suivant.
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5.3 La forme normale de Jordan

Théoreme 5.17. Soit A € C™**"™, alors il eriste des matrices P, J € C"*" telles que J
est en forme normale de Jordan, P est inversible et

A=P1tJPp

Définition 5.6. Soit V' = C". Le décalage est ’application linéaire

T
T 2

T3

Uuj . = .

Le décalage plus une constante est aussi une application linéaire
U+AX-1.

11 est facile de voir que la matrice représentant le décalage plus A est un seul bloc de

Jordan
A

1
Al
Al
A

Rappel : Si ¢ est I'ismorphisme ¢p5: V — C”, olt p(z) = [z] % sont les coordonnées
de z par rapport a la base 4, on a le diagramme suivant

v I, v

lqﬁ,@ 145,@

AT .z
cr 225 cn

11 est clair, qu’il faut s’occuper maintenant des applications linéaires
Tiy,: Vi — Vi

qui sont de la forme N + AI pour une application nilpotente N. Le théoréme suivant
s’occupe des applications linéaires nilpotentes. Lia matrice de Al est toujours AI pour
chaque base. Il est alors clair que le théoréme suivant démontre le théoréme 5.17.

Théoreme 5.18. Soit V' un espace vectoriel sur C de dimension finte et N: V — V
une application linéaire nilpotente. Alors V posséde une base £ de la forme

mi1—1 mao—1 mp—1
z1,Nzq1,...,N™ " z1,29, Nzo,..., N™ 25, ... ,|zg,Nzg,..., N x)

telle que N™ig; = 0 pour tout i.
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Remarque 5.19. Si on inverse ’ordre de chaque orbite z;, Nz;,..., N™lz;, on obtient
une base %' et la matrice .Aévg/ de l'application N a la forme

J1
Ja

AJOJ\;/ —
Jr

en forme normale de Jordan, ou

o
=

Par conséquent, N + AI est représentée par
AT — AN, 1AL,
en forme normale de Jordan.

Démonstration du Théoréme 5.18. Pour ¢ € V \ {0} on appelle
mg; = min{i: N'z = 0}
la durée de vie de z. La séquence
z,Nz,... N™="lg

est 'orbite de x sous N.

En concaténant les orbites des éléments d’une base et en travaillant sur cet ensemble,
nous obtiendrons un ensemble de vecteurs qui engendrent V. Supposons alors qu’au
début de 1’étape ¢, nous avons un ensemble zi,...,z, avec zy,...,2;, # 0 dont les
orbites

€1, Nz1,..., N™ 1z, ... x4 Nzy, ..., N™ g, (5.6)

engendrent V' (pour la premiére étape, on prend £ = n avec des z; formant une base de
V). Ici m; est la durée de vie de z;. Si (5.6) est linéairement dépendant, nous allons soit
supprimer un z; et son orbite (car superflus), soit remplacer un z; par un vecteur y tel
que

i) Les orbites de z1,...,2Z;—1,¥, Tit1, - - ., T¢ engendrent aussi 'ensemble V,
ii) la somme des durées de vie de z1,...,Z;—1,¥, Tit1,. .., Z¢ est strictement plus petite
que la somme des durées de vie de z1,...,Z,.
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5.3 La forme normale de Jordan

Cela prouvera le théoréme parce qu’un tel procédé doit se terminer.

Dés que l'ensemble (5.6) est linéairement dépendant, il existe une combinaison linéaire
non triviale de (5.6) qui est égale a 0 :

0=psz1+BiNzy+ - +Bh, (N™ gy + -+ plzy+ BiNzy + - + B, N™ 'z,

Cas1:

Supposons que dans notre ensemble z1, Nz1,..., N™ 121, ... 24, Nzy,..., N 1z,
il existe ¢ tel que la durée de vie de z; est 1 (i.e. Nz; = 0 et 'orbite associée est seulement
constituée de z;) et supposons que ce z; apparaisse (avec un coefficient non nul) dans
la combinaison linéaire ci-dessus.

En passant tous les termes sauf z; & gauche, on obtient que z; est une combinaison
linéaire non triviale des éléments de {z1, Nz;,..., N™ 1z, ... ,z4, Nzy, ..., N™ 1g,}\
{z;}. Donc on peut supprimer z; de cet ensemble et on obtient un nouvel ensemble de
la méme forme qu’en (5.6), engendrant le méme espace, mais avec une orbite en moins.

Cas 2 :
Supposons que nous avons la combinaison linéaire ci-dessus, mais que nous ne sommes
pas dans le cas 1.
Maintenant, nous allons appliquer 'application N k-fois, ou & > 0 est le plus grand
entier tel que les termes '
ne sont pas tous égaux a zéro. Ainsi, nous avons trouvé un sous-ensemble J C {1,...,£}
et des v; # 0 tels que
Z’)’ijj_l.’I)j =0.
jeJ
Soit m = min;cym; —1 > 1 et soit « € J un index ou le minimum est atteint. Alors

0=N™ Z’yijj_l_m:Ej =N (’Yimi + Z ’)’ijj_l_m:Ej>
ied J€J5#

Maintenant, en posant
y= Z,yij]'—l—ma:j = vz 4 Z fyijj_l_ma:j
jeJ JEJj#i
Si y # 0, on remplace z; par y. Il est alors facile de voir que les orbites de
T1,.- 3 Ti-1,Y,Ti4+1,---,2¢

engendrent encore V. Et la durée de vie de y est au plus m < m;.
Sinon, les orbites de
L1y oy Ti—1,T541y.--,%¢

suffisent alors a engendrer V.
On a alors démontré le théoréme. O
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Exercices

92

1. Montrer que les orbites de z1,...,%;-1,¥, Zit1,- .., T, engendrent encore V. (Voir

démonstration du théoréme 5.18).

. Le but de cet exercice est de faire la preuve du Théoréme 5.17 a4 I'envers”.

Soit T: V. — V un endomorphisme. Soit ¢ : V — C” l’isomophisme associé
a une base B de V et a la base canonique E de C™. Supposons que A =
([T'(b1)]E, --» [T(br)]E), la matrice de T relativement a la base B, admette une
forme normale de Jordan J avec matrice de passage P = (p1, ..., Pn)-

Montrer qu'il existe des sous-espaces V1, ..., Vi de V tels que pour tout ¢ :

a) V=Vie  oV;

b) Vi = ¢(span(px, -, Pr;-+1:)) ;

c) T(Vi) C Vi;

d) Ty, = N; + A, ou N;: V; — V; est nilpotente;
e) {A, At ={J11, ., Jnn}

. Le but de cet exercice est de montrer les propriétés des décompositions comme

dans le Lemme 5.15.
Soit T': V — V un endomorphisme et soit V71, ..., Vi une décomposition de V tel
que V=V1® -0V, T(V;) CV; et Tly, = N;+ A1, ot N; : V; — V; est nilpotente.
Montrer que :
a) V; C ker(T — X\ I)* pour un entier a; tel que N;** = 0.
b) Les Aq,..., A\x sont des valeurs propres (pas forcément distinctes) de T'. (In-
dice : Utiliser par exemple le premier point).
c) Le polynéme f(z) = [1%_,(z — X;)* annule T'. (Indice : Montrer que f(T)v =
0 pour tout v € V en utilisant la décomposition de V et le premier point).
d) En déduire que I’ensemble {A1, ..., Ay} contient toutes les valeurs propres de

T (Indice : Siv # 0 est un vecteur propre de T de valeur propres A, exprimer
f(T)v en fonction de f, A, et v).

e) En déduire que les valeurs sur la diagonale de n’importe quelle forme normale
de Jordan de T constituent I’ensemble des valeurs propres de T. (Indice :
Utiliser I’exercice 2.)

. Comparer les polyndmes caractéristiques de J et A. En déduire que les éléments

diagonaux de J contiennent exactement 'ensemble des valeurs propres de A et le
nombre d’apparitions de chaque valeur propre sur la diagonale de J est égale a la
multiplicité algébrique de ladite valeur propre.

. Soit A € C™*™ et soient J une forme normale de Jordan de A, P la matrice de

passage associée (A = PJP1).
Le but de cet exercice est de montrer que le nombre de blocs de Jordan sur J
associé a une valeur propre A est exactement dimker(A — AT).



5.3 La forme normale de Jordan

S1

a) 801tS:<0

; ) une matrice blocs diagonale. Montrer que
2

rang(S) = rang(S1) + rang(Sz)

Généraliser pour p blocs sur la diagonale. (Indice : Considérer les lignes
linéairement indépendantes de Sy, S2).

b) Soit B = U+ AI € C?*7 un bloc de Jordan, olt U est 'application de décalage.
Montrez que la seule valeur propre de B est A et que ’espace propre associé
est engendré par e;. Déduisez dimker(B —AI) = 1 et dimIm(B—AI) =¢—1.

c) Soient By, ..., By I’ensemble des blocs de Jordan sur J associé a une valeur
propre A. Déduire de a) et b) que dimIm(J — A\I) =n — k.

d) En déduire que dimker(A—AI) = k et que ker(A—AI) = span(Pe;,, ..., Pe;,),
ol les 7; sont les indices des premiéres lignes/colonnes des Bj, ..., By dans J.

. Déduire des exercices 4 et 5 que si A est diagonalisable, la forme normale de Jordan
J de A est diagonale.

. Soit A € C™*™ une matrice diagonalisable. Montrer que ker(A—AI) = ker(A—\I)*
pour toute valeur propre A de A et pour tout k¥ > 0. (Indice : Diagonaliser d’abord
(A — XI) et (A— AI)* de maniére simultanée).

. Trouver deux matrices A € C**" et B € C™™ qui ont le méme polyndéme ca-
ractéristique, mais qui ne sont pas similaires ( Rappel : A et B sont dites similaires
s'il existe une matrice P inversible telle que B = P~1AP).

. Soit J € C™*™ une matrice en forme normale de Jordan. Montrer que J et JT
sont similaires. En déduire que pour tout A € C™*", les matrices A et AT sont
similaires.
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6 Algebre linéaire sur les entiers

Quand est-ce qu'un systéme d’équations linéaires posséde une solution en nombre
entiers ? BEtant donnés A € Z™*™ et b € Z™, on aimerait décider si

Az =b,z € Z" (6.1)

est résoluble et trouver toutes les solutions.

Une condition nécessaire pour que le systéme (6.1) soit soluble est qu'il existe une
solution z € Q", et donc que rang(A) = rang(A|b). Aussi, on peut supprimer une ligne
de (A|bd) qui est dans le span des autres lignes. On peut alors supposer que A est de rang
ligne plein, c’est-a-dire que rang(A) = m.

Définition 6.1. Un nombre entier d € Z divise un nombre entier a € Z s'il existe un
nombre entier z € 7 tel que d-z = b. On note alors d | b, et si d ne divise pas b on écrit
dtb.

Définition 6.2. Un nombre d € Z est un diviseur commun de a € Z et b € Z,sid | a et
d | b. Si max{|a|, |b|} > 1, 'ensemble des diviseurs commun de a et b est un ensemble
fini. Dans ce cas, on dénote le plus grand diviseur commun de a et b par gcd(a, b).

Théoreme 6.1. Soient a,b € Z et max{|al|,|b|} > 1. On a
gcd(a,b) =min{z-a+y-b:z,y€Z,z-a+y-b>1}.

Démonstration. Soit d un diviseur commun de a et b. Alors il existe z*, y* € Z tel que
a=d-z*etb=d-y*.Siz-a+y-b> 1, ouzvy€Z, alors

z-at+y-b=(z-z*+y-y")d>|d.

Par conséquent, on a d < min{z-a+y-b:z,y € Z,z-a+y-b > 1}. Montrons que
min{z-a+y-b:z,y€Z,z-a+y-b> 1} est un diviseur commun de a et b. Supposons
que min 1 a. Alors la division avec reste implique ’existence de ¢, r € Z tels que

a=¢q-min+r e 1<7r < min.
Soient z,y les entiers qui vérifient min =z - a + y - b, alors
1<r=a-g¢g-(z-a+y-b)=(1—q-z)a—qy-b.

Or r est strictement plus petit que min, ce qui est absurde. Il suit donc que min | a et,
de fagon analogue, min | b. Aussi, on a montré que pour tout diviseur commun d de a
et b min{z-a+y-b:z,y€Z,z-a+y-b>1} >det doncquemin{z-a+y-b:z,y€
Zyz-a+y-b>1} = gcd(a,b)

O
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6 Algébre linéaire sur les entiers

Corollaire 6.2. Sotent a,b € Z et max{|a|, |b|} > 1. Le gcd(a,b) est le diviseur commun
positif qui est divisé par chaque diwviseur commun de a et b.

Pour calculer le plus grand diviseur commun de a et b on peut utiliser I'algorithme
d’Euclide. Soient ag > a1 € Z pas tout les deux nuls. Si a; = 0, alors

gcd(ag, a1) = ao.
Autrement, on applique la division avec reste
ao = q101 + a2,

ol g1,a2 € Z et 0 < ay < a;. Un nombre entier d € Z est un diviseur commun de ag et
a1 si et seulement si d est un diviseur commun de a1 et a. L’algorithme d’Euclide est
le procédé de calculer la suite ag,a1,a2,...,a%x_ 1,0 € Zou a1 >0, ar =0 et

A;—1 = G38; + Q541
est le résultat de la division avec reste de a;_1 par a;.
Exemple 6.1. On calcule le plus grand diviseur commun de ag = 52 et a; =22 :
52=12.224+8, 22=2.-8+6, 8=1-6+2, 6=3-2+0.
La suite est alors ap = 52,a1 = 22,a3 = 8,a4 = 6,a5 = 2,a6 = 0. Ainsi gcd(52,22) = 2.

Le calcul des suites a; et g; donne aussi une représentation gcd(ag,a1) = z-ao+y-a1,

z,y € Z. En effet
a; \ _ [0 1 ai-1
aiv1)  \1 —gq; a;
Ar—1 _ 0 1 L 0 1 ap
ar 1 —qr 1 1 —q1) \a1)’

Exemple 6.2. On continue l'exemple 6.1.
2 0 1 0 1 0 1 0 1 5
0 1 =3/\1 —-1/\1 —-2/\1 —-2)\22
_ 3 -7\ (b2
o \—-11 26/ (22

Alors 2 = gcd(52,22) =3-52 — 7. 22.

et alors

Nous pouvons donc résoudre le probléme (6.1) dans le casou m =1 et n = 2.

Théoréeme 6.3. Soient a,b € Z pas tous les deuz nuls et ¢ € Z. L’équation
z-at+y-b=c z,yc’Z (6.2)

posséde une solution si et seulement si ged(a,bd) | c.
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Démonstration. Soient z',y’ € Z tel que z'a + y'b = ged(a, b). Si ged(a,d) | ¢ alors il
existe un z € Z tel que z - gcd(a,b) = c et zz'a + 2y'b = ¢ est une solution en nombre
entiers de (6.2).

S'il existe une solution de (6.2), alors chaque diviseur commun de a et b est aussi un
diviseur de c. O

Exercices

1. Démontrer le Corollaire 6.2.

2. Soient n > 2 et ay,...,an, € Z pas tous égaux a zéro. On définit gcd(ay,...,an)
comme étant le plus grand diviseur commun de a;,...,a,. Montrer :
i) ged(aq,...,a,) =min{zia1 + -+ + Tpan: T101 + -+ Tpap > 1,2, € Z, 1 =
1,...,n}

ii) ged(ay,-..,an) = ged(ged(ay, as),as,...,an,) pour n > 3.

3. Soit ag > a1 > ... > ar = 0 la suite calculée par 1'algorithme d’Euclide. Montrer
ai_1 > 2-a;+1 et conclure que k < 2-log,(ag) + 1.

6.1 La forme normale d'Hermite
Maintenant on s’occupe du probléme (6.1) ot A € Z™*™ et b € Z™ et rang(A4) = m.

Lemme 6.4. Soit A € Z™*™ une matrice inversible (sur Q), alors A7l € Z"*" si et
seulement st det(A) = £1.

Démonstration. Supposons que A~ € Z™*", Alors 1 = det(I,) = det(A~!)det(A). Les
deux facteurs det(A 1) et det(A) sont des nombres entiers. Les seul diviseurs de 1 en
nombre entiers sont 1 et —1.

Réciproquement, si det(4) = £1, on a

A7t =ad(A)/ det(A) € Z™*".
ol ad(A) € Z™*™ est la matrice complémentaire de A. On se rappelle que (ad(4));; =

(—1)**7 det(4;;) ol 4j; € 7(n=1)x(n=1) est la matrice qu’on obtient de A en supprimant
la 7-&éme ligne et 7-€me colonne. O

Définition 6.3. Une matrice U € Z™*™ telle que det(U) = +1 est appelée unimodulaire.

Remarque 6.5. Soit U € Z™*™ une matrice unimodulaire. Un z* € Z" est une solution du
probléme (6.1) si et seulement U~1z* € Z™ est une solution du probléme

AUz =b,z€Z" (6.3)
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6 Algébre linéaire sur les entiers

L’idée est maintenant de trouver une matrice unimodulaire U € Z™*" telle que

A-U = [H|0] (6.4)
ol
hi1
hot  hoo
H =
A1 oor . hmm

est une matrice triangulaire. Le probléme (6.1) est alors soluble si et seulement si H~1b €
7.

Définition 6.4. Soit A € Z™*™ une matrice. Une opération élémentaire unimodulaire
est 'une des trois opérations suivantes

i) Multiplier une colonne par —1.

ii) Echanger deux colonnes de A.
iii) Additionner un multiple entier d’une colonne de A a une autre colonne de A.

Exemple 6.3. Une suite d'opérations élémentaire unimodulaire sur A correspond a la
multiplication A-U ol U € Z™*™ est une matrice unimodulaire. Soit

3 6 2
A_<11 5 7>'

Echanger les colonnes 1 et 2 correspond 4 la multiplication & droite de A avec la matrice
unimodulaire

O = O

1 0
00
01
010
ayefs
0 01

Additionner —3 fois la colonne 3 sur la colonne 1 est la multiplication a droite de A avec
la matrice unimodulaire

0 10
1 00
3 0 1
0 10
032>
—A- |1 00
<—16117 30 1
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6.1 La forme normale d’Hermite

Exemple 6.4. Est-ce que le systéme

3.6 2) (2 s
(8 2= (D) ez o

posséde une solution ? Soustrayons la colonne 3 a la colonne 1 :

1 6 2
1 5 10

Ensuite, on soustrait six fois la colonne 1 & la colonne 2 et deux fois la colonne 1 a la

colonne 3 :
1 0 O
1 -1 8

Puis, on additionne huit fois la colonne 2 a la colonne 3 :

1 0 O
1 -1 0/

Le systéme (6.5) se réduit finalement a résoudre

1 0 o) 5
Q —10>y_b’yGZ

ol y = U 'z pour une matrice unimodulaire U adéquate. On conclut donc qu'il
posséde une solution entiere. En fait

36 2\ .
<n 5 m)m_hmez

est soluble pour tout b € Z2.

Lemme 6.6. Soit A € Z™*™ une matrice a coefficients entiers, alors il existe une
matrice unimudulaire U € Z™*™ telle que la premiére ligne de AU est de la forme
(d,0,---,0), ou d € Z.

Démonstration. Sila premiére ligne n'est pas de cette forme, et si elle posséde seulement
une composante qui n’est pas égale a zéro, on échange les colonnes de sorte que la matrice
résultante soit de la forme souhaitée.

Autrement, il existe deux indices de colonne j; # jo, tels que a1;, # 0 et ay;, # 0. On
peut supposer, quitte & permutter les colonnes j; et j2, que |ai;,| > |a1;,|. La division
avec reste nous donne des entiers g € Z et 0 < 7 < |ay;,| tels que

15, =4+ 014, + 7.
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6 Algébre linéaire sur les entiers

On applique l'opération unimodulaire : Soustraire ¢ fois la colonne jo d la colonne
J1, ce qui a pour effet de remplacer a;;, par r et de laisser les autres composantes de la
premiére ligne intactes. Comme

0 < |7| + |a1j,] < |a1j| + |a1j,]

ce procédé ne peut étre répété infiniment. Il existe alors une matrice unimodulaire qui
transforme A en une matrice dont la premiére ligne posséde une seule composante non
nulle. Un échange de colonnes adéquat donne la forme désirée. O

Corollaire 6.7. Soit A € Z™*™ une matrice en nombre entiers. Alors il existe une
matrice unimudulaire U € Z™*™ telle que A-U est de la forme (6.4).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur m. Le cas m = 1 suit directement du
Lemme 6.6. Soit m > 1. Le Lemme 6.6 implique qu'il existe une matrice unimodulaire

U, € Z™*™ telle que
d 0---0
AU = (a A )

ond € Z aeZ™let A € Z(mD*(»1) Par I’hypothése de récurrence, il existe
une matrice unimudulaire Us € Zn=1)x(n=1) telle que A'U, est de la forme désirée.

Clairement
1 0T nxn
@ @)62

1 of
AU, (0 Uz)

est de la forme (6.4). O

est une matrice unimodulaire et

Définition 6.5. Une matrice A € Z™*" est en forme normale d’Hermite, si elle est de la
forme (6.4), ot h;; > 0 pour tout 1 <¢ < m et 0 < h;; < hy; pour tout 1 <7 <7< m.

Théoréme 6.8. Soit A € Z™*™ une matrice en nombre entiers. Alors il existe une
matrice unimudulaire U € Z™*" telle que A-U est en forme normale d’'Hermite.

Définition 6.6. Soit A € Z™*" et rang(A) = m. L’ensemble A(A) := {Az,z € Z"} est un
réseau entier généré de A. Une matrice B € Z™*™ telle que A(A) = A(B) est appelée
base de A(A).

Remarque 6.9. Une base B € Z™*™ de A(A) est inversible.
Corollaire 6.10. Chagque réseau entier posséde une base.

Théoréme 6.11. Soient A, B € Z™*™ en forme normale d’Hermite. Alors A(A) = A(B)
st et seulement s1 A = B.
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Démonstration.

Trivial.

On montre qui si A # B alors A(A) # A(B).
Supposons alors que A(A4) = A(B).
a1 b1
On note A = et B=
ami Omm bml bmm
Soit ¢ 'indice minimal tel que la ¢-&éme ligne de A et celle de B soient différentes. Alors
J7 € {1,...,1} tel que a;; # b;; et sans perte de généralité on a a;; > b;; . Clairement en
0

notant A; ( resp. Bj) la j-éme colonne de A (resp. B),ona A;—B; = 0 € A(A)

avec a;; > a;; — b;; > 0.

I1 existe donc forcément un vecteur entier z tel que A; — B; = Az. On montre aisément
que les ¢ — 1 premieres coordonées de z doivent &tre nulles car aucun élément diagonal
de A ne l'est (ou, de maniére équivalente, car A et de rang plein). Or, en comparant la
1-éme coordonnée, on trouve que a;; — b;; = a;;2;. Dés lors, a;i|a;; — b;; ce qui est une
contradiction. O

Remarque 6.12. Le Théoréme 7.10 nous permet de vérifier, pour A € Z™*™ et B € Z™*™2
de rang ligne pleins, si A(A) = A(B). On calcule (H4|0) et (Hp|0) les formes normales
d’Hermite de A et B. Comme A(A) = A(Hya) et A(B) = A(Hg), on a que A(A) = A(B)
si et seulement si H4 = Hpg.

4 6 10

Exemple 6.5. On va transformer 4 = 6 12 9

> en forme normale d’Hermite afin de

trouver toutes les solutions entiéres de

(g 162 190> T = <g> , T €73 (6.6)
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6 Algébre linéaire sur les entiers

4 6 10 100
6 12 9 0 10
0 01
4 2 2 L -1 2
6 6 -3 o0
0 O 1
2 4 2 1l
6 6 -3 L oo
0 0 1
-1 3 -1
% %) |2 2 (6.7
0 0 1
2 0 0 Lo
6 3 —9 Lot
0 -1 1
29 0 0 -1 4 11
6 3 0 Lo
0 -1 -2
290 0 -9 4 11
030 3ob
2 -1 -2
L’ensemble des solutions entieres de (6.6) est
—23 11
8 |+ | —-4|-2:2€Z
5 -2

Définition 6.7. Soit A € Z™*™. Le noyau de A sur Z est défini par kery(A) := {y € Z™, Ay = 0}.

Théoreme 6.13. Soient A, B € Z™*™ en forme normale de Hermite avec rang(A) =
rang(B) = m. Alors A(A) = A(B) & 3U € Z™*™ unimodulaire telle que B = AU.

Démonstration.

Si A(A) = A(B) alors

A=BP P czmm

B = AQ, Q € Zmxm

alors on obtient A = AQP ce qui implique QP = I, et donc on a bien P, Q unimodu-
laires.

Si B = AU,U € Z™*™ unimodulaire alors comme UZ™ = Z™ on obtient immédiatement
A(A) = A(B). O

Définition 6.8. Soient A € Z™*™ avec rang(A) = m et A(A) le réseau entier de A. Le
déterminant du réseau A(A) est donné par det(A(A)) := |det(B)| o B € Z™*™ est
une base de A(A)
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Remarque 6.14. Le théoréme 6.13 assure que |det(B)| ne dépend pas du choix de B et
donc que det(A(A)) a du sens.

Exercices
1. Soit A € Z™*"™ avec rang ligne plein. Le noyaux entier de A est ’ensemble
kerz(A) = {z € Z"": Az = 0}.
Soit U € Z™*™ une matrice unimodulaire telle que
A-U=(H|0)

est la forme normale d’Hermite. Montrer que kerz(A) = {y1u1+ - +Yn-—mUn—m: ¥ €
Z} ou uq,...,Un—_m sont les derniéres n — m colonnes de U.

6.2 La forme normale de Smith

A partir de maintenant, on se donne une matrice A € Z™*" avec rang(A) = k et k
n’est pas forcément m.

Définition 6.9. Soit A € Z™*™ alors A(A) = {Az,z € R"} est le réseau entier général
de A.

Théoreme 6.15. Soit A € Z™*™ avec rang(A) = k alors 3B € Z™** tq. A(A) = A(B).
B est alors appelée une base générale de A(A).

Remarque 6.16. rang(A) = rang(B) = k.

Démonstration. Supposons que les k premieres lignes de A sont linéairement indépendantes.
!

Des lors on a A = <A ) avec A' € ZF¥*™ et rang(4') = k soit alors U € Z™ ™ uni-

AII
modulaire tq. A'U = [H|0] ou H € ZF** est en forme normale de Hermite. Alors
. . H 0 .
on peut se convaincre en raisonnant sur les rangs que AU = B ol Dés lors on a

W oo (H\. . . [(H
A(A) = AZ™ = AUZ _<B>Zk_A(<B>).

Théoreme 6.17. Soit G un sous groupe de Z™ alors 3B € Z™** avec rang(B) = k et
tg. A(B) =G

Démonstration. Soit (vy,...,vx) € G* tq. (v1,...,vx) est une base de span(G) (qui
existe car on peut toujours extraire une base d’un espace de dimension fini d’une partie
génératrice méme infinie). Alors posons B = (v1...vg)
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cas 1: A(B) =G et c’est terminé.

cas 2: A(B) C G alors v* € G — A(B). Soit alors B* € Z™** une base générale

du réseau général G O A(vy...vxv*) D A(B). Alors U € ZF** tq. B = B*U et on a

nécessairement |det(U)| € N>o. Dés lors on peut remarquer que |det(BT B)| = det(U)? x

|det(B*" B*)| et donc |det(BTB)| < %|det(BT B)| mais comme |det(B* B*)| > 1 et on

peut répéter ces opérations sur B* mais ce procédé ne peut pas continuer indéfiniment.
O

Théoréme 6.18. Soit A € Z™*™ — {0} alors U € Z™ ™ et V € Z™*™ unimodulaires
01

tg. UAV = 5 avec 0; € N>1 et 61]...|0r et les coefficients non
k

spécifiés sont 0.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur m.

m=1: alors A = (a;...a,) mais alors on sait que I3V € Z"*" tq. A --» (d 0...0).

On prenant U = I,,, on termine l'initialisation.

m > 1: Sinécessaire on échange les lignes de A de sorte a ce que la premiére ligne soit
d o0

_ a,]_ e an : nxn al
non nulle. Alors A = et onsait quedV € Z tq. A --»
.A/ AII

Om
Si dla; Vi € {2,...,m} alors on effectue C; < C; — % C; et on obtient A --»
d 0 ... 0

0
: A"
0
Sinon d { a; pour j € {2,...,m} et donc on a pgcd(d, as, ...,an) < d. Ainsi I3U € Z™*™
d B ... Bn
0 ~
tq. A --» | . n avec d < d. On construit alors une suite strictement
0
décroissante de d mais ce dernier doit rester strictement positif et donc ce procédé
f 0 ... 0
0
se termine forcément. On obtient donc finalement A --» . 0 . Mais
0

par hypotése de récurrence on sait que JU* € Z™ 1Xm-1 y* ¢ 7" 1X"~1 ynimo-
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do
dulaires tgs. U*A*V* = p avec dp|...|d; dés lors on remarque que
k
f
! all = Des lors si f|dy c'est terminé sinon on
U* 1740 B dy : 2
[ a
peut effectuer 'opération Ly < L + Lo et transformer A --» puis

di

on répete l'argument déja utilisé pour transformer cette nouvelle matrice en A --»

f

! avec f < f. Une fois de plus ce procédé crée une suite strictement

k/

décroissante de f, ce dernier restant strictement positif le processus doit se terminer et
di

on finit par obtenir A --» 4 avec di| ... |dk. O
k
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7 Groupes

Dans ce chapitre on s’intéresse a ’étude des groupes.

7.1 Groupes abéliens engendrés finis

Définition 7.1. Soit (G, +) un groupe alors H C G est un sous groupe si (H, +|q) est un
groupe.

Lemme 7.1. (H, x|g) est un sous groupe de (G,x) & Va, b€ H axblcH

Définition 7.2. H < G est un sous groupe normal de G ssi Vg € G Hg = gH On note
HJG.

Définition 7.3. Soient g, g’ € G alors on pose Hgo Hg' := H(gg').
Théoréme 7.2. o munit G/ = {9H, g € G} d’une structure de groupe ssi H < G.

Définition 7.4. Soient (G, +), (G’, x) deux groupes et ¢ : G — G’ une application alors ¢
est un homomorphisme ssi Va,b € G, ¢(a +b) = ¢(a) x ¢(b).

Remarque 7.3. ker(¢) < G.

Théoreme 7.4. Si ¢ est un morphisme alors G/ker(¢) = Im(¢).

Définition 7.5. Soit (G,+) un groupe abélien. On dit que (G,+) est engendré fini si
391,.-.,9n €G tas. G ={z191 + - + Tngn,T; € Z}.

Définition 7.6. Soient (G, +), (G2, X) deux groupes alors G; ® Gs := (G1 x Ga,e) avec
(91, 92), (91, 92) € G1 X G2, (91, 92) ® (91, 92) = (91 + g2, 91 X g2).

Remarque 7.5. G; ® G5 est un groupe.

Lemme 7.6. Soit ¢ : G — G un automorphisme et H 4G alors G/g = G/g(H)-

Théoreme 7.7. Soit G un groupe abélien engendré fint alors 3dy,...,dr € N>y etl € N
tqg G = Zq, ®---®de®Zl avec 7 =7 ® ---®Z | fois. De plus on a di|... |ds.

Démonstration. Soient g1,...,9» € G tas. G = {191 + - + Tngn, T; € Z} alors on
peut vérifier que ¢ : Z" — G, (z1,...,Zn) — 191 + -+ + Tngn est un homomorphisme
surjectif. Mais alors ker(¢) < Z" et donc 3B € Z™** avec rang(B) = k et A(B) =
ker(¢$). En calculant la forme normale de Smith de B on obtient que 3U € Z"*™,V €
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di
Z**k unimodulaires tqs. B = U p V avec 1 < di|...|dy et donc on a
k
0
dq
ker(¢) = U p v,y € Z* . Alors par les théorémes explicités plus haut
k
0
di
on obtient G = Z"/) iy y,y € ZF - Puis comme U : Z™ — Z™ est un
k

0
automorphisme on arrive finalement a
G= Z"/{(dlyl, . dkYk,0,...,0),y; € Z} I1 suffit maintenant de constater que

n ~ n—k
Z/{(dlyl,...,dkyk,o,...,0),yiEZ}:Zd1®"'®de®Z . O

Lemme 7.8. Sotent L, K deuzr groupes abéliens, M un sous groupe normal de K
f K — L un wsomorphisme. Alors K/ps = L/¢(M)-

Lemme 7.9. Sotent G, H1, Hy trois groupes abéliens avec |H;| < oo pour ¢ = 1,2 alors
St G=2H,QZ™ et G= Hy ® Z™ alors H, = Hy et ny = noy.

Démonstration. Soit ¢ : H1 ® Z™ — H> ® Z™* un isomorphisme. Soit » € H; alors
@¢(h,0) = (h',z) € Hy x Z™ mais comme ¢ préserve ’ordre on a nécessairement z = 0
on a ainsi ¢(Hi,0) C (H,,0) et de méme ¢ (H,,0) C (Hy,0) et donc finalement
¢(Hy,0) = (Ho,0) ce qui permet de conclure que H; = H,.

Maintenant on a d’apreés le lemme ci dessus : Z™2 =

H2 ® 2™ |, ® {0zn,} = H1 ® Z™ [H, @ {0, } = Z™*. Mais alors on a nécessairement
n1 = ny. En effet et sans perte de généralité supposons n; > n, alors soient z1,...,Z,, €
Z™ des vecteurs Q linéairement indépendants alors on a forcement ¢(z1),...,d(Zn1) €
7™ Q linéairement dépendants. Ainsi Jay,...,a,, € Z non tous nuls avec a;¢(z1) +
o+ 0p, $(Tr1) = 0 mais comme ¢ est un isomorphisme on a ¢(a1z1+ - -+ 0tp, Tp,) = 0.
Cela implique par injectivité que a1z + - -- + ap, Tn, = 0. Ceci est absurde. O

Théoreme 7.10. Soient mi,my € N> alors Zym = Zm, @ L, S5t M = M1 X M2 €t
pgcd(my, ma) = 1.

Démonstration. Tout d’abord il s’agit de remarquer que ¢ : Zy, — Zpmy @ Ly, @
(a,a) est bien définie et est un morphisme de groupe. Ensuite on a |Zy,| = |Zm; X Zm,|
donc il suffit de montrer que ¢ est surjective. En effet soit (a,d) € Z,, ® Zp, alors on a
1 = pgcd(mi, ma) = rmi+sma,r, s € Z. Dés lors on vérifie que ¢(rmi1b+smqa) = (a, b).

En égalisant les cardinaux on a m = mimy de plus en posant d = pgcd(m1, m2) on
a 7 = ordre(d) = ordre(¢(d)) < 75 et donc 1 <d <1et doncd =1 O
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7.1 Groupes abéliens engendrés finis

Remarque 7.11. Soit n = p* ... pg*, p; € Pa; € N> alors Z, & Ly ® - ® Zp:k.

Lemme 7.12. Sotentp c Petay <:--- <oy, f1 <+ < B € N>1 alors Ziper @+ -@Zpere =
Lppy ® -+ @ Lyp, sst k=1 et a; = p;Vie{l,...,k}.

Démonstration. Trivial.
Soit ¢ l'isomorphisme entre ces deux groupes. On a p* = ordre((0,...,1)) =

ordre(¢((0,...,1))) < pf*. De méme on obtient 1'inégalité inverse puis finalement on
trouve donc ay = f;. Ainsi on a Zpes @ -+ Q@ Zpok—1 = Zypy @ -+ - ®Zp,s,,1 puis on prouve
le théoréme par induction. O

Remarque 7.13. Soit G abélien engendré fini. Alors G = Zg4, ® -+ ® Zg, ® 7' avec
di,...,di € N>1 tgs dif...[dx et I € N. Alors dy = pit ... %, p; € Pya; € N>q. On

obtient ainsi di:pf‘...pf} avec0§e§ <a;. Déslorsonaque G=7Z gi®-~~®Z el ®
141 Pn
!
.“®ZPT1®“.®ZP?®Z‘
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