Corrigé série 17 Euler 3éme année

Corrigé série 17

Exercice 1 (10 points)

On commence par remarquer que la liste
(1+x,1—2x) (1)

est une base de R[z|=!. En effet, pour tout a,b € R,

a+b b—a

ar +b= 5 (1+x)+T(1—35), (2)

donc la liste (1) engendre I'espace R[z]<!, ce qui est suffisant de vérifier comme on sait que
Dim(R[z]=!) = 2,

et donc toute liste de deux vecteurs engendrant R[x]=! sera forcément une base de cette espace.

L’identité (2) nous suggeére le morphisme

¢: Rz]' — R

ar+b — (4P ey

Il s’agit simplement du morphisme de décomposition en coordonnées dans la base (1). On peut
facilement vérifier que ¢ est bien un morphisme de R-espaces vectoriels. Pour voir sa bijectivité
(et pouvoir conclure qu’il s’agit d’un isomorphisme), il suffit, pour des raisons de dimension, de
vérifier I'injectivité ou la surjectivité de ¢.

Pour voir I'injectivité, on remarque que le systéme

at+b __
&7 =0

o

—a _

2
a pour seule solution (a,b) = (0,0).
Remarque : Connaitre uniquement les images des éléments d’une base d’un espace vectoriel est suf-

fisant pour connaitre complétement le morphisme que I’on définit sur I’espace vectoriel en question.

Dans cet exemple, une autre fagon de construire ¢ est d’imposer

o(1+z)= (1,00 et o(1—z)=(0,1).
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Exercice 2 (10 points)

(000

pour My(C') et {1} pour C. Dans ces deux bases (en respectant 'ordre donné), la matrice de

On prend la base

I’application Tr devient

(1001). (4)

Tr(a b):o
c d

a+d=0.

(¢ 2w}

La linéarité de a découle des propriétés du produit matriciel. Sa matrice est

L’équation

est équivalente a

Ainsi, le noyau de Tr est I'espace

a 0 b 0
0 a 0 b
(5)
c 0 d O
0 ¢c 0 d

Comme « et Tr sont deux applications linéaires, leur composition est aussi linéaire. Par exemple,

si X et Y sont dans My(C), alors, en utilisant successivement I’additivité de « et de Tr, on a

Troa(X +Y)=Tr(a(X +Y)) =Tr(a(X) + a(Y))
=Tr(a(X)) + Tr(a(Y)) =Troa(X) + Troa(Y),

ce qui montre 'additivité de Tr o a. On procéde de méme pour la linéarité.

Pour trouver la matrice de Tr o «r, on utilise le fait que la matrice de cette composée est égal au
produit des matrices de Tr et « (la définition du produit matriciel a été choisie pour que cela
soit vrail)

On calcule le produit de (4) et (5) pour trouver

(acbd). (6)
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e) On rappelle que le rang de 3 est la dimension de son image, donc
Rang(f) = Dim(Imf3).

Comme
Im(3) C C,

le rang de 3 sera 0 ou 1. En utilisant (6), on a directement que I'image par § du premier vecteur
de la base canonique de M(C) donné en (3) est a € C. Ainsi, si a # 0, alors Im(8) = C. En

procédant de méme avec les autres vecteurs de base, on voit que
Rang(5) =0 & (a,b,c,d) =(0,0,0,0).

Dans tous les autres cas, le rang de § est 1.

Exercice 3 (10 points)

a) Comme Dim(R?) = 3, il suffit de vérifier que la liste proposée engendre R? ou est R-linéairement

indépendante. Pour voir que la liste engendre R3, on remarque que, pour tout z,y, 2 € R3 on a

X 1 0 -2
yl=@@+2y) (0| +CE—y)|0|+y]| 1
z 0 1 1

b) On applique la méme stratégie que dans le point précédent. Pour x,y € R, on a

T 1 1
= + (z — . 7
() =s (1) +en i) g
1 1 1
1 -2 0)
d) Un calcul direct donne, en utilisant la décomposition donnée en (7),

1 0 —4
01 4/

c¢) Un calcul direct donne
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Exercice 4 (10 points)

Vrai. Cela découle du fait qu’on peut choisir comme R-base de C

(17i)a

ce qui permet de construire un isomorphisme avec R%. Par exemple, on peut définir les images

dans R? des éléments de cette base comme
1+ (1;0) et i~ (0;1),
pour finalement obtenir le morphisme
a+ bi— (a;b)

de C vers R?. Vérifier qu'’il s’agit bien d’'un isomorphisme est immeédiat.

Faux. Si un isomorphisme devait exister, alors les deux espaces vectoriels considérés devraient,

en particulier, avoir méme cardinalité. Or, on remarque que
#My(Fr) =74 et #F[2]=3 = 11%

Vrai. Nommons a 'application linéaire K — K™ représentée par la matrice A, et nommons b

I’application linéaire K™ — K représentée par B. Le rang de a o b est

Dim(Im(a o b)).
Or,
Im(aob) = (aob)(K")=a(b(K")) C a(K), (8)
b(K™) C K.

Comme a(1) engendre l'espace vectoriel a(K), on a que Dim(a(K)) < 1, ce qui implique, par
(8), que
Dim(Im(a o b)) < 1.

Faux. On donne un contre-exemple. On définit les morphismes « et 5 en donnant 'image des

¢léments de bases (canoniques).

a: R - R? B: RZ—=R

) O G

On peut vérifier que foa =0, mais o # 0 et 5 # 0.
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e) Faux. En travaillant avec les morphismes plutdt qu’avec les matrices, supposons que l'applica-

tion de dérivation d ait un inverse e. Alors,
1= idagyes(1) = (e 0 d)(1) = e(d(1)) = e(0) = 0,

ol idgy,j<s est I'identité sur Rlz]=*.

Exercice 5 (10 points)

a)
1 1 1
A=11 2 0 -1
1 -1 3 5
b) On calcule
1
5 4
A =16
2
0
-1
Les deux équations
x x
0
A7 = 3 et A 7] = 0
z z
-3 0
t t

conduisent (respectivement) aux deux ensembles de solutions

{u(-2,1,1,0) + v(-3,2,0,1) + (—1,2,0,0) | u,v € R}, et
{u(-2,1,1,0) + v(—3,2,0,1) | u,v € R}

c) Comme
1 1
2 A 2 1
A =|6|=2|3|=2]A4 ,
2 0
0 0
-1 0
on a
a(l1,2,2,-1) = 2(1,1,0,0).
Ainsi,

((1,2,2,—-1), (1, 1,0,0)) = (2a(1,1,0,0), a(1, 1,0,0))
= (a(1,1,0,0)) = {v(2,3,0) | v € R}.
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Exercice 6 (5 points)

a)

¢) Du point précédent, on a que
(B oa) = {2(0,7) + y(0,1) | 2,y € R} = {(0,2) | = € R}.

Ainsi,
Rang(f o o) = Dim(Im(f o ) = 1.

Exercice 7 (5 points)

a)

2 0
2 2

2
BA = 0
01 -1

¢) On voit par la forme explicite de BA donnée dans le point précédent que

Rang(f o a) = Dim(Im(5 o o)) = 2.

Exercice 8 (10 points)

A. La matrice A est inversible comme la base canonique de R? est envoyée, par l'application
représentée par la matrice, sur une autre base de R?®. Ainsi, Dim(Im(A)) = 3, et par le théoréme

du rang,
Dim(Ker(A)) =0,

ce qui implique que A est (en tant qu’application) injectif et surjectif, possédant donc un

mverse.
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B. L’image de I'application représentée par B est de dimension 1. Ainsi, par le théoréme du rang,
le kernel de B est non-trivial, donc il existe v € R3\ {0} tel que Bv = 0. Si B admettait un

inverse B~!, alors on aurait
v =idgsv = B~'Bv = B0 =0.

C. L’image de I'application représentée par C' est de dimension 2. Ainsi, par le théoréme du rang,
on a que le kernel de C' est non-trivial. Par un raisonnement similaire a celui du point précédent,

on voit que C' ne peut pas admettre d’inverse.

D. La matrice D a la méme propriété que la matrice A d’envoyer la base canonique de R3 sur une
nouvelle base de R3. Ainsi, par le méme raisonnement que pour la matrice A, la matrice D

admet un inverse.

Exercice 9 (10 points)

On commence par vérifier que a1 est K-linéaire. Soient u,v € V et A € K. On a

alaHu+v)=u+v

En utilisant l'injectivité de «, on obtient
-1 _ -1 —1
a (u+v)=a (u)+a (v).

De méme, comme

on obtient, par l'injectivité de «,

a ') = Ma(u)).

Enfin, il est immédiat que ’application linéaire o ! est un isomorphisme d’espaces vectoriels comme

elle est bijective.
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Exercice 10 (10 points)

Dans ce qui suit, on utilisera 1’égalité
€ijCkl — 6jk6ila
ol 0y est le symbole de Kronecker défini par

1 si =y,
0 si x#uy.

a) On rappelle que dans la notation “E;;(\)” on suppose implicitement ¢ # j. Ainsi,

Say =

Eiy(NEij(p) = (I + Xey) (I + pey;)
= [ =+ )\eij + ILLBZ’]’ + 5]'2' )\ueij
~~
=0
=1+ (A +peij = Ej(A + ).
En particulier, on a
b) Ici, 'écriture suppose implicitement i # j et j # k. On calcule
Eij(N) Ej(1) Eij (=N Eje(=1) = (I + Aeyg) (I + i) (L — Aeij) (L — ;)
= (I + )\62']' + €k + )\elk)(f — €k — )\6@' + )\e,k)
= I — ejk — )\e,-j + )\eik
+)\€ij_)\eik+0+0
+ €k + 0-— Aéikejj + )\(L-kejk
+ Aeik + 0 — Noiei; + N dire
=71+ )\eik + 5ik(/\€jj + )\ij — /\262‘3' + >\2€ik>-
Ainsi, si ¢ # k, alors

c) Notons A = (a,,), alors

app - aigo1) G+ Ay Qigey 0 Qg

Q21 o Qgj-1) Q25 T+ Aag; ag@i+1) - Q2p
AE;(A) = : .

Ap1 " Gp(j—1) GOnj + )\am' AnGi+1) “°°  Gnn
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d)
ayp v QiGi-1) MG A1G+1) 0 Qi
Q21 - A2(i—1) MA2;  A23i41)  A2n
AD;(p) = . . .
Ap1 " OGp(i—1) HApi Gp(i+1) *°°  Gpp

e) L’écriture suppose que ¢ < j. La matrice AP;; est de la forme

air - Aii-1) @1y Q16+ 0 Ai(-1) A1 AiGi+1) o Qan
A1 - A2(i—1) Q25 Q23i+1) - A2(j-1) A2 A2(j41) - (G2p
Ap1 - Qp@-1) Qnj Gu@+1) "0 Ap(-1) Gni Ap(+1) " Qnn

Exercice 11 (10 points)

Si A et B possédent chacun un inverse, alors A~'B~! est un inverse de BA. En effet,
(A7'BY)(BA) =1 et (BA)(A'B™h =1.

Réciproquement, supposons que BA posséde un inverse C. Soient o : K™ — K" et §: K" — K"
sont les morphismes représentés (respectivement) par A et B. Alors, pour avoir que A et B sont
inversibles, il nous faut voir que a et 3 sont inversibles. Notons que comme BA est inversible,
I’application [ o « est bijective.

Commengons par voir que « est injectif. Si a(k) = 0 pour un k& € K™, alors f(a(k)) = 0. Comme
f o « est injective, cela implique que k = 0. Ainsi, ker(a) = {0} et donc « est injectif. Par une
proposition du cours, puisque les espaces de départ et d’arrivée sont de méme dimension, ceci
implique directement que « est surjectif.

Voyons maintenant que 3 est surjectif. Soit £ € K". Comme 3o « est surjectif, il existe z € K" tel
que Soa(x) = k. Ceci implique que «(z) est une préimage par 5 de k, et donc que /3 est surjectif.
Comme les espaces de départ et d’arrivée sont de méme dimension, ceci implique directement que

[ est injectif.



