Cours Euler — 2e Corrigé 20 2022-2023

Exercice 1. Au début de la section sur la démonstration par récurrence du cours de 1re année, la formule

Zk_ﬂ

est démontrée. Démontrons maintenant la formule de la somme des cubes, et pour cela, posons

P(n) : Z K = 7(” 1)

e P(1) : 'expression de gauche est Z/lc=1 13 =1, et celle de droite est M = 1. On a bien “gauche = droite”,
I'initialisation est établie.
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c’est-a-dire ZZ:; k3 = w, qui est bien P(n + 1). L’hérédité est établie.
Ces deux étapes montrent que P(n) est bien vraie pour tout n € N*. En comparant les deux formules de somme,
on obtient I’égalité étonnante

1 _1 1 .1 _2 1 , 1 , 1 _3 1 , 1 , 1 , 1 _4 -
Exercice 2. Oncalcule 15 =35, 75 t53 =35, 73 T 53 +32 =1 73 T 55 + 330 T 75 = - On conjecture
naturellement(!)

Pn): ; k:+1) n+1

que ’on démontre par récurrence comme suit.
e P(1) : notre conjecture a été établie sur P(1), P(2), P(3) et P(4). En particulier, P(1) est vraie.

n+1 1
* Pln) = Pln+1): Z k:+1 Zkk+1 (n+1)(n+2)
Py _ M 1 _ n(n+2)+1
n+l (m+1)n+2) m+1)(n+2)
 (n+1)?2 n+1
S (n+D(n+2) n+2
c’est-a-dire Zzg m = ﬁ, qui est bien P(n + 1). L’hérédité est établie.

Ces deux étapes montrent que la proposition P(n) est vraie pour tout n € N* (et n’est donc plus une conjecture!).

Exercice 3. Soit ¢ > 0 fixé. Comme lim,, o0 z,, = z, il existe N1 € N tel que |z,, — 2| < § pour tout n > Nj.
De méme, comme lim,,_,o yn = ¥, il existe Na € N tel que |y, — y| < 5 pour tout n > Na.
On pose N := max{Ny, Na}, et alors, pour tout n > N, on a

g 1>
|xn+yn_(x+y)|:|xn_$+yn_y‘§|xn_x|+|yn_y|<§+§:

Ainsi, la suite z,, + vy, converge bien vers x + .



Exercice 4.

a) Pour montrer que (, /xn)n cn converge vers v/a, on sera amené a évaluer |, [Tn —\/a | sachant que |x,, — a| est
“petit”. Comme suggéré par 'indication, on calcule

Vi, +va |z, —al <|9L‘n—a|
VIn+va L, +Va T a

|\/Iin*\/;l| ast;ce!’\/l,—ni\/&w

linégalité étant vraie car \/z, > 0 et \/a # 0.
Passons a la démonstration, et posons € > 0. Par hypotheése, il existe N € N tel que |z, — a| < v/a - € pour
tout n > N, et donc

|xn —al  Va-e

[VEn = Val < T < ¢

pour tout n > N, ce qui démontre bien que lim /z, =+asia € R%.
n——+oo

b) Supposons que a = 0, et soit € > 0. Par hypothése, il existe N € N tel que |z,, — a| = x,, < €2 pour tout

n > N. Donc
‘\/l‘n—\/ﬂ =T, <Ve2=¢

pour tout n > N, et on a bien lirf T, = v/a dans ce cas aussi.
n——+0oo

Exercice 5.

1 1 1 1
a) |—-0|<— << — < -— <= n!>100 < n > 5, alors on peut choisir N =5 car 5! = 120 > 100.
n! 100 n! 100
3n 3 —6 1 16n + 8
b — == | — = ——— >100 <=1 2 — insi
) Into 4’ ’16n+8‘< 100 5 > 100 6n > 59 n > 37, ainsi on peut prendre
N =37.

2
i T > 1000 <= 2n? —1000n+ 1000 > 0. En étudiant le signe de la fonction quadratique

c) T, > 1000 —

f(n) = 2n% — 1000n 4 1000, on se rend compte qu’elle est positive quand n < 250 — 201/155 2 1 ou quand
n > 250 4+ 20v/155 = 499, ainsi on peut choisir N = 500. Et alors pour tout n > 500 on aura z, > 1000.
Comme 1000 a été choisi arbitrairement, on pourrait prendre une constante plus grande et trouver un autre
tel N. On a ainsi montré que la suite n’est pas bornée, et comme elle est croissante elle tend vers +oo.

Exercice 6.

2n
77127_'_1—0 <E <

a) Soit € > 0 fixé. On doit montrer l'existence de N € N tel que pour tout n > N on a
2n

n?+1

on en déduit que si n > 7“_§2+1 (on écarte la solution négative) alors f(n) > 0 et donc on a gagné. Ainsi

< e <= en?—2n+¢e > 0. En étudiant le signe la fonction quadratique f(n) = en? — 2n + ¢,

on prendra N = Livlfzﬂj Notons encore que si 1 —e? < 0 alors notre N n’est pas bien défini mais
remarquons que dans ce cas la fonction quadratique f(n) est toujours positive et on peut prendre N = 0,
Vi—e?41 : 2
M—=T2] sil—e2>0
ainsi N = {L o -7

0 sinon.
. ) . . 2n% + 1 2
b) Soit € > 0 fixé. On doit montrer lexistence de N € N tel que pour tout n > N ona |[-————— — =
™m24+n+5 7
7(2n% +1) 2(7n? +n+5)‘ ‘ —2n —3 ’ 2n+3
£ — <€ — —F—F—— <€ <

= - —_—
c ‘ M2 +n+5) 7(n2+nt5) 49n% + 7n + 35 49n% + 7n + 35

2n + 3 < e(49n? + Tn + 35) <= 49en? + (7e — 2)n + 35¢ — 3 > 0. Ainsi en raisonnant comme au point
précédent, on en déduit que

N = 98¢

sinon.

{Wm—hﬂ si — 6811 + 560 + 4 > 0,

. A ~ . " . , 2 2 .
Exercice 7. Grace a cette inégalité on a ;7 < 247’; = % (pour n entier et n > 4). Nous avons vu au cours

que la suite 1/n tend vers 0 et la proposition sur le produit de limites nous dit que la suite 24 - 1/n tend vers



24-0=0. Comme 0 < g—j < % pour tout n € N, on voit que la suite (gé)neN converge vers 0 (pour tout £ > 0,
il existe un NV € N avec |;’—j—0|=g—j < 2 = |28 _ 0| < ¢ pour tout n > N).

4 4
I"; = % + 3 Ainsi x,, est positif quelque soit n et de plus si la la

limite existe elle sera plus grande que 3 En faisant tendre n vers 'infini dans la relation de récurrence et en

Exercice 8. Remarquons que z,4; =

observant les régles d’une proposition du cours, on a qu'un candidat x a la limite doit satisfaire I’équation

rz+4
T=—0,
dont la seule solution est x = 2. Montrons que c’est bien la limite de la suite, pour ceci estimons la différence
| | T, +4 x+4 Ty — T
T —z| = — =
s 3 3 3
On itére ce procédé et on trouve finalement que
Cwo—ax| 2
|m"+1 - I| T gntl T gndl”

2
Or pour tout € > 0, il existe un entier IV tel que INTT < &. Alors pour tout n > N + 1 on a

ce qui montre bien que la suite x,, tend vers 2.

Exercice 9. En raisonnant comme dans ’exercice précédent, on doit avoir que la limite, si elle existe, vérifie

, or comme tous les

1+5

termes x,, sont positifs, on peut écarter la solution négative et donc le seul candidat potentiel est x = 7

1
r=V1+z <= 22 =142 <= 22— —1=0. Ainsi les candidats potentiels sont

Montrons que ce x est bien la limite de la suite en estimant la différence

1+z,)—(1+2) Ty — T |t — x|
‘.’L’n+1*$‘:‘\/1+$nf\/1+$’: 1+x n 1+x = xn+1+x B
V n V

ol on a utilisé dans la deuxiéme égalité la multiplication par \/77%7 Viiz et une identité remarquable pour

enlever les racines, et dans la derniére inégalité on a utilisé le fait que x,, et = sont plus grands que x; = 1. Ainsi
en itérant ce procédé on trouve finalement que
|xg — x| 2 1

on+1 on+1 - 27

|1'n+1 - x\ =

Comme 2% est aussi petit que 'on veut (en prenant N assez grand, et n > N), la suite (x,,) converge vers z.

Bonus.

Qo0 ®

x4=1 X,=

a) et

¢) Comptons combien de nouvelles régions sont créées quand une corde est rajoutée. Une nouvelle corde va
partager chaque région qu’elle traverse en deux (rajoutant ainsi une région par région existante); de plus,
cette corde va traverser autant de régions que de cordes qu’elle intersecte & 'intérieur du cercle, plus 1. Donc
chaque corde rajoute autant de régions que ses points d’intersections intérieurs, plus 1.
Comme chaque paire de points détermine une corde, et que, par l’exercice sur les coefficients binomiaux, il y
a (Z) = % maniéres de choisir 2 points distincts parmi n, il y a (Z) cordes (on fera donc (Z) fois

le raisonnement ci-dessus, et donc 5 fois “plus 17).



Comme quatre points distincts déterminent une unique intersection & I'intérieur du cercle, il y a <4> =

n(n—1)(n —2)(n —3)

1.3.2.1 points d’intersection intérieurs (les maniéres de choisir 4 points distincts parmi n).

n n
Mais ces <2> + <4> sont les régions rajoutées a la région d’origine (le disque entier) ; il y a donc

v (5)+ ()

régions pour n points distincts sur le cercle.



