Cours Euler — 2e Corrigé 21 2022-2023

Exercice 1.

a)

b)

£)

Vrai. On devine que la limite sera 0, mais montrons-le. Soit £ > 0. Comme (%) converge vers 0, il existe

N € N* tel que

neN*

!%’ = ’% 70‘ < e pour tout n > N.
On observe que la quantité a rendre plus petite que € dans notre cas est |(—1)" . % - O‘ = |%|, qui est
exactement celle ci-dessus.

Une autre maniére de procéder est d’utiliser le théoréme des deux gendarmes, ainsi que le fait que

lim —1 = lim (-1-1)=— lim 1 =0
n— 00 n—00 n—00
par des résultats du cours. Comme —% < (D)= < %, et que les deux suites (—%)neN* et (%)HGN*

1
n
convergent toutes deux vers 0, on en conclut que (—1)" - % converge aussi vers 0.

Cette assertion est fausse. Prenons par exemple pour (z,,) la suite de terme général x,, = (—1)™ qui n’a pas
de limite, et pour (y,) la suite identiquement nulle (y,, = 0 pour tout n € N) qui converge vers 0. Alors la
suite (z,, - yn) et telle que x, - y, = 0 pour tout n, elle converge donc vers 0.

Faux. En effet, pour que I’égalité proposée soit vraie, il faut d’abord s’assurer que les deux suites (z,) et (y,)
convergent (voir les hypothéses de la proposition sur la limite d’un produit). Par exemple, les suites de terme

général x, = (=1)" et y, = (—1)""! sont telles que ni lim z,, ni lim y, n’existe, mais lim (z, -y,) = —1.
n—r o0 n— o0 n—oo
Cette assertion est fausse si on prend par exemple x, = —n et y,, = 0 pour tout n € N. En effet, dans ce cas,

la suite (x,) tend vers —oo et la suite (y,) converge vers 0. Cependant, la suite (z,, - y,) est identiquement
nulle et converge donc vers 0.
1 sin est pair
Cette assertion est fausse en considérant la suite de terme général z,, = . p .
2 sin est impair.

Cette assertion est fausse en considérant la suite du premier point de cet exercice qui n’est pas monotone
mais qui converge vers 0.

Exercice 2.

a)

b)

Soit £ > 0 fixé. Comme la suite (x,)nen converge, elle est bornée (résultat du cours). Il existe donc A € R%.
avec |z,| < A. En fait, nous aurons besoin de B := max{A4;|y|}.

Comme lim z, = z, il existe N7 € N tel que |z, —z| < 55 pour tout n > Nj. De méme, comme lim y, =y,
n— o0 n—oo

il existe N € N tel que |y, — y| < 55 pour tout n > Ny. Avec N := max{Ny, N2}, on a pour tout n > N :

idée!
|xn'yn_m'y|léc |xn'yn_'rn'y+xn'y_x'y|S|xn'yn_xn'y|+|xn'y_x'y‘
g g
:|xn|'|yn_y‘+‘xn_x|'|y|<B'ﬁ+@'325

Ainsi, la suite (2, - Yn)nen converge bien vers x - y.

La suite constante (a),en converge vers a (résultat du cours), et par hypothése, la suite (z,)nen converge
vers x; par a),ona lim (a-x,)= lim a- lim =z, = a-z. De la méme maniére, lim (b-y,) =b-y.
n——+oo n——+oo n—-+oo n—-+oo

Comme la limite d’une somme est la somme des limites (par un exercice précédent), on a

n——+oo

Exercice 3. Supposons a un réel fixé et posons P(k) : lim -% =0.

n—oo "

P(1)
P(1)
P(k) = P(k+1) : La suite (1) converge par le cours, la suite (-%) converge par P(k), et la limite d'un
produit est le produit des limites (par le cours ou 'exercice précédent), donc

: Comme lim 1 =0, on a par le cours (ou l'exercice précédent) lim £ = lim (a-21) =a- lim  =0.
n—oo " n—oo " n—oo n n—oo
est donc vrai.

. P(k)
4. lim 1=
" n—oo M

0-0=0.

lim &< = lim
n—yoo NPT n—o0

Donc P(k) est vrai pour tout k € N*.



Exercice 4.

a)

b)

d)

e)

f)

I U S S B N S FIESNE .
To — X1 = ——1l==, x4 —29 = -+ -F+-=—1—===-+-, 23 —24 = = —.
2 2 9 AT 2 273 "4 2 3 g4 8T 8
LS SN SRS S
:r l‘ P — ... n07:7.
T on Ton 1 ntl= 2n 2
N N S~——
>1/2n >1/2n >1/2n
On a 1>1/2,

1/2>1/2,
1/3+1/4>1/4+1/4=1/2,
1/6+1/6+1/7+1/8>4-1/8=1/2.
En additionnant termes & termes les deux cotés de l'inégalité on obtient zg > 4-1/2 = 2 et donc on peut
prendre K = 8 (avec 1 > 1 plutot que 1 > 1/2, on trouverait que 'on peut méme prendre K =4 ).

1 1
De la méme facon, on peut prouver que 1 + B + -4+ o > (t+1)- B et donc si on veut que z,, > 3 pour

tout n > L, il faut choisir L = 2 avec ¢ tel que (t+ 1) -1 > 3. On prend donc ¢t = 5 et L = 2° = 32. (Ou,
avec 1 > 1 comme ci-dessus, on trouve L = 16. On peut méme prendre L = 11.)

Avec le méme raisonnement on prend ¢ tel que (¢t + 1) - % > 4. Ainsi on peut prendre t = 7 et M = 27 = 128.
(Ou encore plus efficacement, M = 64, voire encore M = 31.)

Comme on I’a vu aux points précédents, il suffit de prendre N = 2¢ avec t tel que (t+1) - % > k. Ainsi les z,,
sont arbitrairement grands, et la suite (z,) tend donc vers +oc.

Exercice 5.

a)

b)

d)

e On pose P(n) : a, > 1.
P(0): Gauche. ag=2
Droite. 1

} on a bien Gauche > Droite.

P(n)
>

P(n) = P(n+1):ona a4 = 3a2+32

tout n € N.

e On pose P(n) : a, < 3.

P(0): Gauche. ag=2
Droite. 3

+ 3 = 1. Ceci montre que P(n) est bien vraie pour

=

on a bien Gauche < Droite.

P(n) = P(n+1):on a (astuce!) apy1 —3 = a2 + 3 — 3 = (a2 — 9). Le tableau des signes de la
fonction f donnée par f(z) = (2% — 9) est

-3 3
flzr)y| + 0 — 0 +

Par P(n) et a), on a a, €]1;3], et on déduit +(a? — 9) < 0. Ceci veut dire apy1 — 3 < 0, c’est-a-dire

an+1 < 3 comme voulu.
Ceci montre que P(n) est bien vraie pour tout n € N.

P(n)

Attention : dans “P(n) = P(n + 1)”, le raisonnement direct ‘% 3 < 1-324 2 =37 est incomplet
puisque st a, = —4 par exemple, on a bien a, < 3 mais pas Z 2+ % <3.

Pour voir que a,+1 > a, pour tout n € N ou que a,41 < a, pour tout n € N, on évalue le signe de a,,+1 —an,
2
Apy1 — Qp = %an + % —a, = i( —4an, +3) = 4(an —1)(an, —3)

Comme a,, —1 > 0 par a) et a, —3 < 0 par b), on a a,+1 — a, < 0 pour tout n € N, c’est-a-dire que la suite
est décroissante.

Par b), la suite est décroissante, et par c), elle est minorée (par 1 — mais cela ne garantit pas encore que
1 est sa borne inférieure) ; donc la suite converge. Pour trouver la limite, il faut chercher les candidats : si

lim a, = a, alors a = a® + 3, cest-a-dire (a — 1)(a — 3) = 0; donc les candidats a la limite sont a = 1
n—+o0o

et a = 3. Comme la suite commence en ap < 3 et décroit, elle converge nécessairement vers 1.



Exercice 6.
a) Séparons la démonstration en 2 parties. Premiére partie :
e On commence par poser P(n) : u, > 0.
e P(0): Gauche. wup=1
Droite. 0

e P(n) = P(n+1): comme u, > 0 par hypothése, u,+1 est une fraction dont le numérateur et le
dénominateur sont positifs, donc u,+; > 0 comme voulu.

} on a bien Gauche > Droite.

Donc P(n) est bien vraie pour tout n € N. Deuxiéme partie (qui utilise la premicre!) :

e Posons maintenant P'(n) : u, < 2.

e P'(0): Gauche. up=1
Droite. 2

e P'(n) = P'(n+1) : calculons

} on a bien Gauche < Droite.

_ 3Bu, +2 2_un72

17 2= Un +2 T up+2
Un petit tableau des signes de la fonction f(z) = ;jrg donne
—2 2
f@ |+ | - 0 +

Comme u,, € [0;2] par P(n) (toujours vraie) et P'(n) (hypothése de récurrence), on a tn+1—2 = f(uy) <0,
c’est-a-dire u,41 < 2, comme voulu.

On a démontré que P’(n) est bien vraie pour tout n € N.
b) Calculons

3u, + 2 —u tu, +2  —(up —2)(u, +1)
Up+1l —Un = ——7 — Up = =
Uy, + 2 Uy + 2 Up + 2
Comme 0 < u,, < 2 par a), on a Upy1 — U, > 0, c’est-a-dire up+1 > u, pour tout n € N : la suite est

croissante.

c) La suite est croissante (par la partie b)) et majorée (par la partie a)); elle est donc convergente. Pour
trouver les candidats & la limite, il faut résoudre u = 342 c'est-a-dire —(u — 2)(u+ 1) = 0 (avec u # —2);

u+2
les candidats sont donc u = 2 et u = —1. Comme la suite commence en ug = 1 et est croissante, on obtient
lim u, = 2.
n——+oo

Exercice 7. Notons (z,) la suite décroissante des aires des carrés ou 1 = 1, et (y,,) la suite décroissante des

aires des disques ott y; = 7. La diagonale du deuxiéme carré vaut 1 et donc son coté vaut 72, ainsi x9 = % et

2
Yo =T (%) = 3. Etant donné x,, et y,, calculons z,1 et yny1. La diagonale du carré d’aire z,,1 vaut le

diameétre du disque d’aire y, c’est-a-dire 2,/%=. Ainsi le c6té du carré d’aire x,,,; vaut 2,/%* - % = \/% et

2yn
e

2 . . o, L2 , . s 1s
done z,41 = 2=, Le rayon du disque d’aire y,+1 vaut la moitié du coté du carré d’aire ,,,1, c’est-a~dire 1
+ p + +1) 3

2
Ainsi yp41 =7 - <1\ / 23’;‘) =m- 4 = % On obtient donc la définition suivante :

2 27
2Yn
x 1= = ™
e 7“ pour n > 2 et avec y; = —
= Yn 4
Yn+1 2

On peut vérifier que x5 et yo que calculés plus haut satisfont bien cette définition. Il est de plus possible de
simplifier la définition de y,, : en effet, on a y,, = 1/2-y,,_1 = - -+ = (1/2)" " L.y; et donc w11 = (2/7)-(1/2)" Ly,
Pour une suite (s, )nen, on utilise la notation

—+oo n n n—+1
E S = lim E Sk et on rappelle que E = —
n— o0 1—=x
k=ko k=ko k=0

Ainsi la somme des aires des carrés vaut

+o00 +oo2 1 k—1 +oo 1 k
I1+Ic§:1xk+1:1+kzlﬂ_<2) yl:z<2> :27



= 2, et la somme des aires des disques vaut

A RER DO

k=1 k=0

Exercice 8.
2) b=y/(a)* + (20)* = %o

b) Notons a = 1 = by, by = ébo = é, by = ébl =02 b3 = %bg = b3. Ainsi on obtient b, = b7. Alors la
longueur de la spirale vaut

1 -t i<t 11 1
li Tl 120
nﬁfooz 3#‘300 1— b 31-b1 3-5
Bonus. Soit € > 0 fixé. Comme y # 0, on peut poser €1 := ‘yl > 0, et comme hrn Yn = Y, il existe N1 € N tel

que |yn —y| < &1 pour tout n > Ni. De plus, |y| = |y — yn +yn| <ly—yn| + |yn| implique |y| < €1 + |yn|, et

done 5 = |y| — &1 < |yn| pour tout n > Nj. Ceci nous permet d’écrire (en prévision de la conclusion!) :

L1 2
[y -ynl 1yl lynl Yyl lyl o |yl?

pour tout n > N;

ly|? . I 7
PR (eI 0. Comme ILIEOI" = z, il existe Ny € N tel que |z, — x| < €9

pour tout n > Ny, et comme hm yn =y, il existe N3 € N tel que |y, — y| < €2 pour tout n > Nj3. En prenant
N := max{Ny; Na; N3}, on dedult que pour tout n > N,

Considérons maintenant 9 :=

xl,f — Tn Y =T Yn idie! Tn Y—T - Y+T-Yy—2T-Ypn
Yn Y Yn"Yy Yn " Y
Tn Y=T Y| (T Y=L Y 1

<= ’+ -| = (lyl - |zn — 2| + 2] - lyn —yl)

2
<z (el +yl) e2=e

lyl?

. . . x . xr
Ainsi, la suite (i) converge bien vers 7
neN

n



