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Série 1 - Corrigé

L’exercice marqué d’un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines aprés. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’apres et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l’examen final.

Exercice 1. (+)
Soit R un anneau et a € Z(R) un élément du centre de R. Montrer que l'application

®:Rjz] » R
f@) — flo)

est un morphisme d’anneaux surjectif.

Solution. Pour montrer que ® est un morphisme d’anneauz, il faut vérifier les trois
propriétés suivantes.

o &(fg) =2(f)%(9),
o &(f+g)=3(f)+2(9), et
o (1) =1.

Les deux derniéres propriétés se montrent sans difficulté. Montrons donc la
premaiere.
Sotent f(z) = Y a;z* et g(z) = X b;z’, ou les sommes sont finies et sur des

J
entiers naturels. Alors (fg)(z) = f(z)g(z) = Yabjz*™. On a donc $(fg) =
‘LYJ
Y ab;at’. De plus,

3
&(f)®(g) = Z a; 0’y bial =5 a;a'biad = abatt,
J 1,3 1,J
ou la derniere égalité vient de la commutativité de o avec les éléments de R.
Exercice 2. 1. Trouver le polynéme f(z) € Zs[z] de degré au plus 4 tel que f(0) =1,

f(1) =2, f(2) =4, f(3) =0, f(4) = 4. Etablir un systéme d’équations linéaires
correspondant.



2. Soient les polynémes f(z) = 3z*+2z2+z + 1 et g(z) = 222 + 3z + 2 sur le corps
Zs. Trouver deux polyndmes g et r sur Zs tels que :

« f=ag+r, et
e deg(r) < deg(g).

Solution. 1. Soit le polynéme f(z) = a + bz + cz® + dz® + ez*. On a que

a=1

a+b+c+d+e=2
a+2b+4c+8d+ 16e =4
a+3b+9c+27d+ 8le =0
a + 4b+ 16¢c + 64d + 256e = 4

On peut simplifier le systéme, vu que les coefficients sont dans Zs. On doit
résoudre le systéme :

1 0 0 0 0)\ /a 1
11111 b 2
1 24 31 c|l =14
1 34 21 a 0
1 41 41 e 4

On résout ce systeme d’équations sur Zs et on trouve des valeurs pour
a,b,c,d,e. Le systéme donne comme solution a = 1,b=0,c = 3,d = 4,e = 4.
Le polynéme f(z) sera donc f(z) =1+ 3z2 + 4z° + 4z°.

2. On trouve que 3X*+2X?*+ X +1=(2X?>+3X +2)(4X*+4X + 1) + 4.

En détails:
3zt + 222+ + 1222+ 32+ 2

3z* + 223 + 322 4z% + ...

3z3 4+ 42+ +1

3zt + 222+ + 1| 222+ 3z +2

3zt + 223+ 322 |42 +4z+...

3z3 +4z2+z+1
323 +22% + 3z

222 + 3z 4+ 1



3zt 4+ 222+ z+ 1222+ 32+ 2

3zt + 22 +32° |4z +4z+ 1

3rd +4x2+z+1
323 +22% + 3z

22° + 3z + 1
212 + 3z + 2

4

Exercice 3. Soit K un corps. Montrer que le déterminant de A =V,, . ¢ K{r+ix(n+l)

est
[T (r5—m).

0<i<j<n

det(v;’o,...,rn) —

Solution. On montre que det(A) = [To<;<;<n(T; — ;) Par récurrence :

1 zg
1 z
Pour n > 1: On modifie A par l’addition de (—z) fois la colonne j & la colonne

Pourn=1, A= et clairement det(A) = z; — zo.

J+1pourj=mnn—1,...

, 1, pour obtenir la matrice

1 0 0 0
1 z;— g T2 — 2170 Tt — 27tz
AI
2 n—1
1l z,1—2o Z;_{— ZTp_1Zo 1 — Ty, 1To
1 z,— o T2 — T,Zg zt — "z
1 0 0 0
n—1
1 z1—1x0 (z1 — zo)z1 (z1 — zo) ]
n—1
1 2,1 — 2o ($n—1 - on)an—l e ($n—1 - on)fEn—l
“1
1 z,— (z, — zo)Zn (z, — zo)z?

Alors det(A) = det(A') =TI ;(z; — zo) det(B') ou B’ est la matrice donnée par

7=

n—

1

1 =z, 2 z7
1 z, T2 Ty ?
BI _ . . .
1 2 n
Tn-1 Th_q Tp_1
1z, 22 znt

Par l’hypotése de récurrence, det(B') = [11<;;<n(T;—%:), et donc det(A) = det(A') =

To<icj<n(T; — T4).



Exercice 4. Soit K un corps et ag,ai,...,a, € K des éléments distincts (n > 1). On
définit
[Tisx(z — a;)
[Tizr(ar — as)
et soit f(z) € K[z] un polyndme tel que f(z) = 0 ou deg(f(z)) < n. Montrer que

f(z) = f(ao)eo(z) + f(ar)er(z) + - - + Flan)en(z).

Solution. Remarquons que les polynémes c, sont tous de degré n et valent 1 en
T=a, et0ena; t#£k.
On a donc, par construction des ¢, que la somme

9(z) == f(ao)eo(z) + flai)e(z) + -+ + f(an)en(z)

est un polynéme de degré n vérifiant g(ax) = f(ax) Vk.
De plus, d’aprés le cours, pour que deux polynémes de degrés n soient égauzx
il faut et il suffit qu’ils soient égaur en n + 1 valeurs distinctes. D’ou g = f.

ce(z) =

Exercice 5. (*)

Soit R un anneau.
i) Montrer que 1’élément 1 est unique.
ii) Montrer qu’un élément inversible r € R* n’est pas un diviseur de zéro.
iii) Montrer que deux polyndémes
p(z) =ap+ a1z +az® +--- et g(z) =by + by + bz’ + - -+ € R|z]
sont égaux si et seulement si a; = b; pour tous <.

iv) Soit R™*" I’anneau des matrices n x n sur R. Montrer que le centre de R™*" est
Z(R") ={al,: a € Z(R)}.

Solution.



