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Anneaux et Corps Exercices

Solutions 4

Exercice 1. 1. (0) ⊂ Z est premier car Z est intègre (Proposition 1.5.2), non maximal car

(0) ⊊ (2).

2. (t) ⊂ Z[t] est premier car le quotient Z est intègre, non maximal car (t) ⊊ (t, 2) ̸= Z[t].
3. (t) ⊂ R[t] est premier et maximal car le quotient est un corps.

4. (101) ⊂ Z[t] est premier. En e�et, considérons l'homomorphisme

ξ : Z[t] −→ (Z/101Z)[t],
∑
i

ait
i 7→

∑
i

[ai]101t
i.

Il est clair que f(t) =
∑

i ait
i ∈ ker ξ si et seulement si [ai]101 = 0 pour chaque i, donc si et

seulement si 101 divise chaque coe�cient, donc si et seulement 101 divise f(t). Cela prouve

que ker ξ = (101). Pour conclure, il su�t de montrer que (Z/101Z)[t] est un anneau intègre.

Puisque 101 est un nombre premier, Z/101Z est un anneau intègre. De manière générale, si

A est un anneau intègre alors A[t] est aussi intègre (la preuve est un bon exercice), ce qui

conclut.

5. (42) ⊂ Z[t] n'est pas premier car 6 · 7 = 42, donc non maximal.

6. (t2 − 2) ⊂ Z[t] est premier. En e�et, considérons l'homomorphisme d'évaluation

ev√2 : Z[t] −→ R, t 7→
√
2.

On montre comme dans l'Exemple 1.4.18 que ker ev√2 = (t2 − 2). Comme Z[t]/(t2 − 2) est

isomorphe à un sous-anneau de R, c'est un anneau intègre, et donc (t2 − 2) est premier.

Ce n'est pas un ideal maximal, puisque (t2− 2) ⊊ (t2− 2, 3) ̸= Z[t]. Alternativement, on peut

véri�er que im ev√2 = Z[
√
2] n'est pas un corps (par exemple 3 n'a pas d'inverse).

7. (t2 − 2) ⊂ R[t] n'est pas premier car t2 − 2 = (t−
√
2)(t+

√
2) dans R[t].

8. (t+ 5, 10) ⊂ Z[t] n'est pas premier car 10 = 2 · 5.
9. (t+ 5, 11) ⊂ Z[t] est maximal (donc premier) car le quotient est le corps Z/11Z.
10. (t2 + 1, 2) ⊂ Z[t] n'est pas premier car (t+ 1)2 = t2 + 1 + 2t ∈ (t2 + 1, 2).

Exercice 2. 1. Le premier système n'a pas de solutions. En e�et, si x = 7 + 12k, alors x =
1 + 3 · (2 + 4k), ce qui contredit x ≡ 2 (mod 3).

Le second système admet une in�nité de solutions. En e�et, si x = 8 + 12k, alors x =
2 + 3 · (2 + 4k). Donc le système est équivalent à x ≡ 8 (mod 12), qui admet une in�nité de

solutions.

2. Pour voir que Z/36Z ̸∼= Z/3Z × Z/12Z on peut par exemple utiliser le fait que le deuxième

anneau n'est pas cyclique en tant que groupe abélien : tout élément est d'ordre un diviseur

de 12.

Exercice 3. 1. Prenons x ∈ f−1(I). Alors f(x) ∈ I et, par dé�nition de I, on peut écrire

f(x) =
n∑

i=1

βibi, pour certains βi ∈ B.

Puisque f est surjective, on peut choisir des αi ∈ A tels que f(αi) = βi. Posons

x′ :=

n∑
i=1

αici.



Par construction f(x) = f(x′), et donc x− x′ ∈ ker f . Ainsi il existe des γi ∈ A tels que

x− x′ =
m∑
i=1

γiai

et cette égalité se réarrange en

x =
m∑
i=1

γiai +
n∑

i=1

αici ∈ (a1, . . . , am, c1, . . . , cn).

Comme x est arbitraire, cela montre que f−1(I) ⊆ (a1, . . . , am, c1, . . . , cn). L'inclusion inverse

est immédiate, puisque

f(ai), f(cj) ∈ I ∀i, j.

On a donc démontré l'égalité désirée.

2. L'Exemple 1.4.10.a montre que ker evb = (y − b) et ker eva = (x − a). Puisque ker ξ =
ev−1

b (ker eva) (l'égalité est facile à véri�er), par le point précédent on obtient que ker ξ =
(x− a, y − b).

Puisque ξ(λ) = λ pour tout λ ∈ k, on voit que ξ est surjective. Par le premier théorème

d'isomorphisme, on obtient k ∼= k[x, y]/ ker ξ. Par la Proposition 1.5.5, on obtient que ker ξ
est un idéal maximal.

Exercice 4.

Nota bene : la discussion des deux derniers points de cet exercice pourra être grandement simpli�ée

une fois à disposition les propriétés des polynômes irréductibles.

1. Par l'Exemple 1.4.18 on a Z[i] ∼= Z[t]/(t2 + 1). Par la Proposition 1.4.41 on a

Z[i]/(p) ∼=
Z[t]/(t2 + 1)

p · (Z[t]/(t2 + 1))
∼= Z[t]/(p, t2 + 1) ∼=

Z[t]/(p)
(t2 + [1]p) · (Z[t]/(p))

∼= Fp[t]/(t
2 + [1]p).

2. Dans le cas où p = 5, on remarque que [2]5 et [3]5 sont des racines de t2 + [1]5 ∈ F5[t]. En
particulier on a la factorisation

t2 + [1]5 = (t− [2]5) · (t− [3]5). (1)

Remarquez que (t− [2]5)−(t− [3]5) = [1]p. Donc les idéaux générés respectivement par t− [2]5
et par t−[3]5 sont premiers entre eux. Le théorème des restes chinois (Théorème 1.4.50) donne

alors
F5[t]

(t− [2]5) ∩ (t− [3]5)
∼=

F5[t]

(t− [2]5)
× F5[t]

(t− [3]5)
. (2)

L'évaluation en t = [2]5 induit un ismorphisme

F5
∼=

F5[t]

(t− [2]5)

et d'une manière similaire on a

F5
∼=

F5[t]

(t− [3]5)
.

On prétend pour �nir que (t− [2]5) ∩ (t− [3]5) = (t2 + [1]5). L'inclusion ⊇ est claire, en vue

de la factorisation (1). Inversément, prenons un élément f(t) appartenant à l'intersection des

deux idéaux. On peut écrire

(t− [2])g(t) = f(t) = (t− [3])h(t)



pour certains g(t), h(t) ∈ F5[t]. Considérons l'image de f(t) par l'évaluation ev[2] en t = [2].
On a

ev[2](f(t)) = ev[2]((t− [2])g(t)) = 0

d'une part, et

ev[2](f(t)) = ev[2]((t− [3])h(t)) = − ev[2](h(t))

d'autre part. Ainsi ev[2](h(t)) = 0, et puisque ker ev[2] = (t − [2]) on en déduit que h(t) =
(t− [2])j(t) pour un certain j(t) ∈ F5[t]. On peut ainsi écrire

f(t) = (t− [3])(t− [2])j(t) = (t2 + [1])j(t)

ce qui montre que f(t) ∈ (t2 + [1]).

En combinant tout cela dans (2), on obtient

F5[t]

(t2 + [1])
∼= F5 × F5,

ce qui implique que Z[i]/(5) ∼= F5 × F5 en vue du point précédent.

3. On prétend qu'il existe un isomorphisme Z[i]/(p) ∼= Fp × Fp si et seulement si −1 possède

deux racines carrées distinctes modulo p.

Supposons d'abord que l'on puisse écrire a2 = [−1]p = b2 dans Fp avec a ̸= b. Puisque
ker eva = (t− a), on peut écrire

t2 + [1]p = (t− a)(t− b′)

et on prétend que b′ = b. En e�et,

Fp ∋ 0 = b2 + [1] = evb(t
2 + [1]) = (b− a)︸ ︷︷ ︸

̸=0

(b− b′)

et comme Fp est intègre, on obtient que b − b′ = 0. De plus, (t − a) − (t − b) = b − a ̸= 0
est un élément inversible de Fp, donc les idéaux (t− a) et (t− b) sont premiers entre eux. En

appliquant le théorème des restes chinois comme dans la partie précédente, on trouve que

Fp[t]

(t− a) ∩ (t− b)
∼= Fp × Fp.

Puisque b − a ̸= 0 est inversible dans Fp, on obtient comme dans le point précédent que

(t − a) ∩ (t − b) = (t2 + [1]) (où l'on avait utilisé que [2]5 − [3]5 = −[1]5 est inversible dans

F5), et donc que

Z[i]/(p) ∼=
Fp[t]

(t2 + [1])
∼= Fp × Fp.

Remarquons si a ∈ Fp est une racine carrée de [−1]p, alors −a en est aussi une. Or si p ̸= 2
on a a ̸= −a. Il nous reste ainsi à traiter deux cas : celui de p = 2, et celui où [−1]p n'a pas

de racine carrée dans Fp.

Commençons avec le cas p = 2. Alors t2 + [1]2 = (t + [1]2)
2, et ainsi il existe un élément

0 ̸= x de F2[t]/(t
2 + [1]) tel que x2 = 0 (on dit que cet anneau quotient est non-réduit) : on

peut prendre x comme étant l'image de t+ [1]2 dans le quotient. Or il n'existe pas d'élément

non-nul dans F2 × F2 satisfaisant une telle propriété, donc il ne peut y avoir d'isomorphisme

entre ces deux anneaux.

Pour �nir, supposons qu'il n'existe pas de racine carrée de −1 dans Fp. On prétend que

Fp[t]/(t
2 + [1]) est un anneau intègre. Fixons une clotûre algébrique Fp de Fp, et choisissons

une racine carrée i ∈ Fp de −1. On considère l'homomorphisme d'évaluation

evi : Fp[t] −→ Fp, t 7→ i.



Puisque Fp[t]/ ker evi ∼= imevi ⊂ Fp et que Fp est intègre, on voit que Fp[t]/ ker evi est un
anneau intègre. On prétend que ker evi = (t2 + [1]p). L'argument est le similaire à celui de

l'Exemple 1.4.18. Pour �nir, on prétend que Fp[t]/(t
2 + [1]) n'est pas isomorphe à Fp × Fp :

en e�et, cet anneau produit n'est pas intègre.

Exercice 5.

Soit J ≤ A × B un idéal. Noter que (0, 1)J ≤ {0} × B et (1, 0)J ≤ A × {0} sont des idéaux de

A× B inclus dans J . De plus, noter que J = (1, 0)J × (0, 1)J . On conclut donc que tout idéal du

produit est de la forme IA × IB pour IA et IB des idéaux quelconques de A et B respectivement.

En ce qui est des idéaux premiers, on voit en utilisant qu'un idéal est premier si et seulement

si le quotient par cet idéal est intègre que les idéaux premiers sont de la forme

pA ×B A× pB

pour pA et pB des idéaux premiers de A et B respectivement.

Exercice 6.

On suppose d'abord que R est intègre. Grâce à la formule du degré, on voit que R[t]× = R×, donc
les inversibles de R en degré zéro.

On traite maintenant le cas général. Soit p in idéal premier de R. Soit f(t) un élément inversible.

L'image dans (R/p)[t] est encore inversible. Ainsi, par le cas intègre, on voit que les coe�cients

en degré strictement positif de f(t) sont dans l'idéal p et le terme constant n'est pas dans l'idéal.

Ainsi, comme p est quelconque, *

R[t]× ⊆ t nil(R)[t] +R×.

L'inclusion inverse est également véri�ée. En e�et, si f(t) ∈ t nil(R)[t] + R×, alors f(t) − a0 est

nilpotent car c'est une somme d'éléments nilpotents. On conclut par le fait suivant valide dans

n'importe quel anneau commutatif A : si λ ∈ A× et n ∈ A nilpotent, alors λ− n est inversible. En

e�et,

1

λ− n
=

1

λ

∞∑
i=0

(n/λ)i.

Exercice 7.

To see that D(A) is a sub-ring of EndK(A) as

[φ ◦ ψ,ma] = φ ◦ [ψ,ma] + [φ,ma] ◦ ψ

a double induction on n and m if φ ∈ D≤n(A) and ψ ∈ D≤m(A) concludes.

1. Before we show that the Lie bracket is K-bilinear, we �rst mention the K-vector space struc-

ture of D(K[x]). As K ⊂ K[x], the scalar multiplication in K[x] is just de�ned by the usual

multiplication in K[x]. Elements of D(K[x]) are K-linear transformations K[x] → K[x].
Therefore, scalar multiplication can be de�ned for ϕ ∈ D([K[x]]) and λ ∈ K as

(λϕ)(p(x)) = λϕ̇(p(x)) ∈ K[x]

for p(x) ∈ K[x]. This is equivalent to λϕ = mλ ◦ ϕ.
We note that since ϕ is by de�nition K-linear, it holds that for all p(x) ∈ K[x], and for all

λ ∈ K
ϕ(λp(x)) = λϕ(p(x))

and therefore ϕ ◦mλ = mλ ◦ ϕ.
Now onto the exercise, let F, F1, F2, G ∈ D(K[x]) and λ ∈ K. To show K-bilinearity we show

that

*. Un élément dans l'intersection de tout les premiers est nilpotent. Un élément dans aucun idéal maximal est

inversible. Notons également que pour voir que le terme constant de f(t) est inversible on peut évaluer en zéro.



� [F1 + F2, G] = [F1, G] + [F2, G]. By the distributive property of a ring, we have

[F1 + F2, G] = (F1 + F2) ◦G−G ◦ (F1 + F2) = F1 ◦G+ F2 ◦G−G ◦ F1 −G ◦ F2

= F1 ◦G−G ◦ F1 + F2 ◦G−G ◦ F2 = [F1, G] + [F2, G]

� [λF,G] = λ[F,G]. Due to the remark above, for all λ ∈ K, we have G ◦mλ = mλ ◦ G.
Additionally, we use the associativity of the composition to get

[λF,G] = [mλ ◦ F,G] = (mλ ◦ F ) ◦G−G ◦ (mλ ◦ F ) = mλ ◦ (F ◦G)− (G ◦mλ) ◦ F
= mλ ◦ (F ◦G)− (mλ ◦G) ◦ F = mλ ◦ (F ◦G−G ◦ F ) = mλ ◦ [F,G] = λ[F,G]

The same properties for the second components are analogous.

2. Let p(x) =
∑n

i=0 aix
i ∈ K[x]. We exhibit how

[
∂
∂x ,mx

]
acts on this polynomial and compare

it to the action of m1. Using K-linearity of ∂
∂x , we get[

∂

∂x
,mx

]
(p(x)) =

[
∂

∂x
,mx

]( n∑
i=0

aix
i

)

=
∂

∂x

(
mx

(
n∑

i=0

aix
i

))
−mx

(
∂

∂x

(
n∑

i=0

aix
i

))

=
∂

∂x

(
n∑

i=0

aix
i · x

)
−mx

(
n∑

i=0

ai
∂

∂x

(
xi
))

=
∂

∂x

(
n∑

i=0

aix
i+1

)
−mx

(
n∑

i=1

ai · i · x(i−1))

)

=
n∑

i=0

ai
∂

∂x

(
xi+1

)
−

n∑
i=1

ai · i · x(i−1) · x

=
n∑

i=0

ai · (i+ 1)xi −
n∑

i=1

ai · i · xi

=
n∑

i=1

ai · i · xi +
n∑

i=0

aix
i −

n∑
i=1

ai · i · xi

=
n∑

i=0

aix
i = p(x) = m1(p(x)).

3. Let p(x) =
∑n

i=0 aix
i ∈ K[x].We exhibit how

[
∂
∂x ,mxj

]
acts on this polynomial and compare



it to the action of j ·mx(j−1) . Using K-linearity of ∂
∂x , we get[

∂

∂x
,mxj

]
(p(x)) =

[
∂

∂x
,mxj

]( n∑
i=0

aix
i

)

=
∂

∂x

(
mxj

(
n∑

i=0

aix
i

))
−mxj

(
∂

∂x

(
n∑

i=0

aix
i

))

=
∂

∂x

(
n∑

i=0

aix
i · xj

)
−mxj

(
n∑

i=0

ai
∂

∂x

(
xi
))

=
∂

∂x

(
n∑

i=0

aix
i+j

)
−mxj

(
n∑

i=1

ai · i · x(i−1)

)

=

n∑
i=0

ai
∂

∂x

(
xi+j

)
−

n∑
i=1

ai · i · x(i−1) · xj

=

n∑
i=0

ai · (i+ j)x(i+j−1) −
n∑

i=1

ai · i · x(i+j−1)

=

n∑
i=1

ai · i · x(i+j−1) +

n∑
i=0

ai · j · x(i+j−1) −
n∑

i=1

ai · i · x(i+j−1)

= j · x(j−1)
n∑

i=0

aix
(i) = j · x(j−1)p(x) = j ·mx(j−1)(p(x)).

4. By de�nition, a di�erential operator ϕ is of degree 1 if [ϕ,mp] is a di�erential operator of

degree 0 for all p ∈ K[x]. This means that [ϕ,mp] = mq for some q ∈ K[x].

Let p(x) =
∑n

i=0 aix
i ∈ K[x]. Note that mp(x) =

∑n
i=0 aimxi . Then, using the K-bilinearity

of the Lie brackets and the third part of the exercise, we get[
∂

∂x
,mp

]
=

[
∂

∂x
,

n∑
i=0

aimxi

]
=

n∑
i=0

ai

[
∂

∂x
,mxi

]

=

n∑
i=1

ai · i ·mxi−1 = m∑n
i=1 ai·i·xi−1 = m∑n−1

j=0 aj+1·(j+1)·xj .

We conclude with the fact that
∑n−1

j=0 aj+1 · (j+1) ·xj ∈ K[x]. Furthermore,
∑n−1

j=0 aj+1 · (j+
1) · xj = ∂

∂x(p(x)).


