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Série 4 — Corrigé

L’exercice marqué d'un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines aprés. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’apres et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l’examen final.

Exercice 1. (+) Une matrice A € K™*" est appelée diagonalisable si ’endomorphisme
¢ : K™ — K™ défini par ¢(z) = Az est diagonalisable (il posséde une base de vecteurs

propres).

Démontrer que A est diagonalisable si et seulement s’il existe U € K™*™" inversible telle
que UL AU est une matrice diagonale.

Solution. Notons B = {vy,...,v,} la base de vecteurs propres associés a A : Av, =
Av; Vi =1,...,n. Dans cette base, l’endomorphisme ¢ admet pour matrice D =
diag(A1,...,A\n) (cf exercice 1, série 3).

Or la matrice A correspond, elle, a la matrice de ¢ dans la base canonique. A
et D sont donc liées par la matrice de changement de base P = Pg; qui envoie
des coordonées dans la base B vers des coordonnées dans la base canonique.

D =P AP

Remarquons gque P; g envoie e; = [v;]g sur v; = [v;];. Ses colonnes sont donc les
vecteurs de B (les vecteurs propres de A).

En outre, l’ordre des vecteurs propres dans P correspond a l’ordre des valeurs
propres associées dans D.

Exercice 2. Soit V un espace vectoriel sur un corps K de dimension finie, et f: V — V
un endomorphisme. Soit p : V — V un automorphisme (c.-a-d. un endomorphisme
inversible). Montrer que A € K est une valeur propre de f si et seulement si A est une
valeur propre de I'endomorphisme p ' o f op.

Solution.



e Soit A une valeur propre de f. On montre que c’est une valeur propre de
plofop. En effet, soit v # 0 un vecteur propre de f de valeur propre .
On considére w = p~*(v). Alors w # 0 par injectivité de p~' et

profop(w)=p o f(v)=p () =Ap ' (v) = Aw
ol on a utilisé la linéarité de p~' pour sortir \.

e Soit A une valeur propre de p~to fop. On montre que c’est une valeur propre
de f. En effet, soit w # 0 un vecteur propre de p~! o f o p de valeur propre
A. On considére v = p(w). Alors v # 0 par injectivité de p et

f(v)= fop(w)=pop o fop(w)=p(Aw) = Ap(w) = Av

ot on a utilisé la linéarité de p pour sortir A.

Exercice 3. Déterminer si les matrices suivantes sont diagonalisables.

2 4 1 5 -1 -1 0 0 —1
A=10i 2 |eC®® B=|-1 5 —1|eR¥®>® C=|10 1 |eC¥:
0 0 -1 -1 -1 5 01 1
Solution. 1. La matrice A est triangulaire supérieure. On sait que les valeurs
propres sont les éléments diagonauzr : A\; = 2, Ay =1, A3 = —1. Les valeurs
propres sont toutes distinctes les unes des autres, donc la matrice A est
diagonalisable.

2. Les valeurs propres de B sont les zéros du polyndéme caractéristique
t—5 1 1
pp(t) =det(tl; —B)=det| 1 t—-5 1
1 1 t-—5
= (=52 +1+1—-(t-5)(1+1+1)
= t® — 15¢% 4 72t — 108.
On voit que la matrice 6I; — B a tous ses éléments égauz a 1, elle est donc

singuliére. Ainsi, 6 est une racine de pg. On peut alors factoriser pp et
obtenar

pe(t) = (t — 6)(t* — 9t + 18) = (t — 3)(t — 6)(t — 6).

Les valeurs propres de B sont alors Ay =3, Ao =3 =6. On a m,,(3) =1 et
Mae(6) = 2. D’office on a Mgeom(3) = 1, mais nous devons encore calculer la
dimension de Es(B) afin de savoir st 0n @ Mgeom(6) = 2 0U Mgeom(6) = 1. On
a

Es(B) = ker(6 I; — B) = ker

= = =

11
11
11
On voit que rank(6I; — B) = 1. Donc la dimension du noyau est 2, et ainsi
Mgeom(6) = 2. On obtient que Mag(A) = Mgeom(A) pour toutes les valeurs

propres A et donc B est diagonalisable.
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3. La matrice C a pour polyndéme caractéristique
po(t) =t -t —t+1=(+1D(t-1)(t—-1).

Ses valeurs propres sont donc —1 et 1. On obtient may(—1) = 1 = Mgeom(—1)
et mag(1) = 2. Par ailleurs,

1 0 1 1
Ei(C)=ker(l3—C)=ker| -1 1 —1|=ker|O
0 -1 0 0

0 1
0 O
-1 0

On voit que dim E1(C) = 1, et on obtient Mgeom(1) = 1. Comme Mgeom(1l) =
1 # 2 =mue(1), la matrice C n’est pas diagonalisable.

Exercice 4. Calculer les valeurs propres et les espaces propres des matrices suivantes sur
R et sur C (avec ¢ € [0,27) C R dans le cas 2).

. 3 11
1.4, = <0 1) , 2. Ay = ( cos(y) Sm(“’)> . 3.4,=|151
10 —sin(p) cos(p) 113

Solution. 1. Le polynéme charactéristique est det(A;—AI) = A2—1 = (A+1)(A—1).
Pour \y =1, ona Aix = & Ty = Ty, et pour Ay = —1, on a Az = —z &

Ty = —x1. Les espaces propres sont alors E, = span{(i)} pour Ay, et
E, = span { <_11> } pour A,. Les cas K =R et K= C sont tdentiques.

2. det(Ay — AI) = (cos(p) — A)? +sin(p) = A2 — 2Acos(p) + 1. Pour K = R et
o ¢ {nt|teZ} ceterme n’a pas de racine réelle, c-d-d nous n’avons pas de
valeur propre dans R. En effet, le discriminant du polyndme caractéristique
est A = (—2cos(p))? —4 = 4(cos(p)? —1) < 0. PourK=R et p € {nt |t € Z},
nous avons A, = I et tous les vecteurs non égaux a 0 sont vecteurs propres.

Pour K=C, on a A5 = cos(¢) £ isin(y). La valeur propre A\; est associée a
l’espace propre

o) uzo = 5wmf(!))

det(As —AI)=(B3-2PB-A)+2-23-2)—(5—-2)
= — A%+ 112% — 36X + 36
=(6-X)(3-A)2-2)

Alors, Ay =6, Ay =3, A3 =2 et

1 1 1
E;, =span<¢ | 2] 7, E; =span< | —1 , E3; = span 0
1 1 -1



Exercice 5. Considérons la suite de Fibonacci {F,},>o définie récursivement par

Fo — O,
Fl — ].,
FnJrl = Fn + anl (n 2 2)

Soit X, := < Fn ) pour n > 0.
Fn+1

1. Trouver la matrice A € R? telle que X, .1 = AX,,.
2. Diagonaliser A = PDP~! en explicitant P et D.

3. En déduire de la relation X,, = A" X, une expression fonctionnelle pour F, en
fonction de n.

Solution. On trouve A = <(1) 1) qu’on diagonalise en calculant d’abord le polynéme
caractéristique p4.

pa(A) = (=1)2A% 4 (=1)' Tr(A)A + det(A4) = A — X — 1.

Ses racines sont ¢L = 112\/3’ le nombre d’or et son conjugué. Des vecteurs

. 1
propres associés sont par exemple vL = < é )
+

On a alors P = (v+ v,> et D= <%+ ¢0 ) qui vérifient A= PDP '

Par conséquent, X, = A"X, = PD"P~1 ((1)> On ne sintéresse donc qu’a la
premiére coordonnée de la deuziéme colonne de PD"P !, qui donne F, = %

Exercice 6.

1. Vérifier le Théoréme de Cayley—Hamilton sur la matrice

1 10
A=|-1 0 1| RS,
-2 10

2. Soient K un corps, et A € K2*2. Soit pa(t) = t2 + a1t + ag avec ay # 0.
Démontrer que A est inversible et exprimer son inverse comme combinaison K-
linéaire de I et A.

3. Considérer le Théoréme de Cayley—Hamilton. On pourrait penser qu'il est possi-
ble d’utiliser I'argument p4(A) = det(A - I, — A) = 0 pour montrer le théoréeme.
Montrer que ce raisonnement est faux.
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Solution.

1. On calcule le polynéme caractéristique de A, on trouve
pa(t) = det(tls — A) =3 — t* + 3.

S1 on évalue py en A on trouve

1 10 1 10 100
pa(A)=A>—A*+3;=|-1 0 1| —|-1 0 1| +3(0 1 0
-2 10 -2 10 001
-3 1 1 0o 1 1 300
=|-3 -3 0|-|-3 0 O|+|0 30
-3 -2 -2 -3 -2 1 00 3

000

=00 0],

000

et donc le théoréme est vérifié.

2. det(A) = pa(0) = ap # 0, donc A est bien inversible. Par le théoréme de
Cayley—Hamilton on a A%+ a, A+ agl, = 0,. En appliguant A~' & gauche on
a A+arl, +agA™ =0y, ce qui donne A7 = —(A+ a1 L) /aq-

3. Soit R un anneau commutatif et n > 1. L’expression det(A- I, — A) ne peut
pas €tre égale a l’évaluation du polyndéme p, en A, car la premiére est un
élément de 'anneau R, tandis que la seconde est un élément de R™ ™.

Exercice 7. (*)
Soient K un corps, et Aq,..., A, € K les valeurs propres d’une matrice A € K™*"
et mq,...,m, leurs multiplicités algébriques. Soit m; +--- 4+ m, = n.

Définition: La trace de A est définie par Tr(A4) := X7, a;;.
Démontrer les assertions suivantes:

i) det(A) = [T, A

11) Sipa(A) = A"+, A"+ -+ a1 A + ap, montrer que o, 1 = (—1)"" Tr(A).
121) Tr(A) = X7, myA;

Solution. —



