Corrigé série 22

Euler 3éme année

Corrigé série 22

Exercice 1 (10 points)

a) /04xdx: (%2> 4:8—0:8.
b) /13(u2+1)du: (%u3+u)
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Exercice 2 (5 points)

Commengons par calculer
s
/ sinzdzr = (—cosz)|y = 2.
0

Ainsi, on veut trouver ¢ € [0, 7| tel que
sin(c) - m = 2.
En résolvant cette équation avec arcsin, on trouve deux valeurs de ¢,

2 2
c=arcsin— ~ 0.69 ou c¢=m—arcsin— ~ 2.45.
T T
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Exercice 3 (10 points)
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Exercice 4 (5 points)

Soit F une primitive de e®™%” donc

fla) = /0 it gy F(z) — F(0).

Ainsi,

2

fl(z) = F'(x) = 97 et
() = F"(z) = ™) gin(22),

et donc f” change de signe en x = 0.

Exercice 5 (10 points)
a) Faux. Considérer f(x) =2, et [a,b] = [0,1/2].

b) Vrai. Il suffit d’utiliser la proposition 1.4 des notes de cours et le fait que
[fl=f"+f
¢) Faux. Définissons, pour x € [0, 1],

1 sizel0,1]\Q

fx) = _
-1 size[0,1]NQ.

On voit facilement que f n’est pas intégrable (les sommes de Darboux inférieures valent —1, et

les supérieures valent 1). Cependant, |f| = 1 est intégrable.
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Vrai. Soit F' une primitive de f, donc F' = f. Ainsi,
h(z) = F(z) = F(a) et g(z) = F(z) - F(c),

ce qui implique que

hx) = g(x) = F(c) — F(a)
est une constante. Ainsi,

h(z) = g'(x) =0,

comme la dérivée d’une constante est nulle.
Vrai. Un calcul direct donne In 2 comme valeur de I'intégrale.
Faux. La fonction n’est pas définie en z = 0.
Faux. Le membre de gauche vaut 2/3 et celui de droite 0.

Vrai. Pour le voir, on peut par exemple utiliser la définition de la dérivée. Si f : R — R est

périodique de période P > 0, alors

h—0 h
h) —
i JEEW ) _ gy

Faux. La fonction (z — 1+ sinz) est périodique, mais ses primitives
T+ T —COST+ ¢

ne le sont pas.

Exercice 6 (10 points)

La fonction f est clairement continue!. Pour voir qu’elle est décroissante, on a les implications
1 1

r<y = l14+a°<l+y® = 1+x2>1+y2'

En utilisant le point précédent,

n

1 1 n
) T T

1

On a

14+ 22

Cela découle des points précédents.

1
1
/ dz = (arctanz)|, = T
. 4

1. La composée de fonctions continues est une fonction continue. Or z +— 1 + 22 est continue, et y — % est

continue sur [, 00) pour tout € > 0.
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Exercice 7 (5 points)

On a illustré la situation dans la figure. On calcule

! ! 1 1 1
/xdaz—/azzdx:———:—.
0 0 2 3 6

0.5 4

0.0 i

Exercice 8 (10 points)

a) On a
f(x) = P'(2)e™ " + P(2)e®Pa = ™™ (P'(x) + aP(z)).

.

'

=Q(z)
b) Fixons a # 0, b et n. Alors I’ensemble

V={zm P(x)e™t? { P(z) polynome de degré <n}
est un R-espace vectoriel. On sait que la dérivation sur cet espace est un endomorphisme
Vv Vv
fo—f

Cet endomorphisme est injectif comme P(x) et P'(x) n’ont (presque) jamais méme degré. Ainsi,
par le théoréme du rang, 7w est un automorphisme.
Avec la bijectivité de m on a que, pour tout f € V', une primitive de f peut étre trouvée dans

V. De plus, comme 7 conserve les degrés, cette primitive sera de méme degré que f.
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c)
/f(x) de = (z — 1)e* + ¢,
/g(x) dr = (2% — 4)e”* ! + ¢,
/h(x) dz = (2% — 1)e” + c.

d) Pour calculer I'aire, on commence par demander a un ordinateur de calculer pour nous l'inter-

section de h(z) avec Ozx. On trouve
x ~ 0.733741.

0.2 0.4 0.6 1.0

Ainsi, Daire est

((1 - $8)6$) 8.733741 + ((xS - 1)63:) ‘(1)_733741 ~ 2.81575.

Exercice 9 (5 points)

Il suffit de dériver le membre de droite de I’équation pour vérifier qu’il s’agit bien d’une primitive.

Exercice 10 (10 points)
a) La fonction F' est croissante comme sa dérivée est positive.

b) Si f n’est pas partout nulle, alors il existe un intervalle [a, 8] C [a,b] et un £ > 0 tel que
f>¢e sur [a,p].

(Cela découle du fait que f est continue et positive.)

/abf(t)dtz /ff(t)dtz /jedt>0.

Ainsi,
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c) Cette propriété s’obtient directement en considérant les sommes de Darboux.

d) On a vu a l'exercice que

arctan(z) = s t pourz >0,

ainsi il suit des points précédents que arctan est croissante (on utilise aussi que arctan est

impaire).



