V. Intégrales généralisées

Nous avons jusqu’ici calculé des intégrales de fonctions définies sur un intervalle fermé |[a, b].
Parfois, il est possible d’étendre ces méthodes au cas de fonctions définies sur un intervalle "semi-
ouvert" [a,b[ ou ]a,b] ou méme ouvert ]a,b[. D’autres fois encore, on peut calculer une intégrale
définie sur un intervalle non-borné de la forme [a,00[ ou | — 0o, b]. Nous aimerions obtenir des
critéres qui nous permettent de savoir quelles fonctions on peut intégrer sur de tels intervalles. La
quasi totalité du matériel de ce chapitre est tirée du chapitre 8 de 'ouvrage de J. Douchet et B.
Zwahlen.

1 Le cas d’un intervalle borné

Nous étudions dans cette section l'intégrabilité de fonctions réelles définies sur un intervalle de

la forme [a, b], ]a, b] ou |a, b[. Nous traiterons en détail le premier cas, les autres ne présentent pas

/a ’ f(x)dz

n’a pas de sens lorsque f n’est pas définie en b (on ne peut calculer ni la somme de Darboux

de surprises particuliéres. L’expression

inférieure, ni la somme de Darboux supérieure, & cause du dernier morceau de la subdivision).

1
Voici par exemple le graphe de la fonction f(x) = —— : Stur [_ 0,5, O E
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Néanmoins, peut-étre que l'aire de la surface située entre I'axe Oz et le graphe est malgré tout
X

finie 7 On pose donc F(X) - j (Z((:) ou‘

o

et on cherche a calculer la limite liIlI)I F(z).
T—0

Définition 1.1. On dit que 'intégrale généralisée / f(t)dt existe ou converge si la limite

lim F(x) existe. Sinon, on dit que l'intégrale généralisée n’existe pas ou qu’elle diverge.
z—b—

Exemple 1.2. Lorsque la fonction f : [a,b[— R peut étre prolongée par continuité en b en une

> b
fonction f : [a,b] — R, 'intégrale généralisée / f(t)dt converge et coincide avec / f(t)dt.

Por exemple  F(x) = % delive  gur 10,3 gl pet Sha
P\ro\ﬁma&- po bl en O e fbsawl' Llo)=1.
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Cela ne veut pas dire pour autant que cette intégrale est facile a calculer. En fait, dans ce cas
précis, on obtient le sinus intégral de m. Allez donc voir sur internet (chez Wolfram, par exemple,

il y a une illustration du graphe de cette fonction Si(z)).

Notre principal critére de convergence des intégrales généralisées sera basé sur 1'étude des
fonctions f(x) = —
b

Théoréme 1.3. Soit o un nombre réel. L’intégrale généralisée o dt converge lorsque o« < 1 et
o+
diverge lorsque v > 1.
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Démonstration.
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Nous pouvons encore calculer la valeur de l'intégrale généralisée lorsque o < 1 :
b blfa

1o

b 1-a
1 t
—dt =

O-i,-ta ]_—O[

0

Exemple 1.4. Dans le cas de la fonction 1/4/]z| que nous avons admirée tout a I'heure, on trouve

en particulier que Syme v AM“ ‘3 A
Jo”—c& : XA—ou _afe| = 2it=2
T o, \E 6

Pour terminer, nous citons sans explications (ce seraient les mémes que pour les fonctions
intégrables que nous avons étudiées jusqu’ici) que lintégrale généralisée est linéaire et qu’elle
préserve la relation d’ordre <.

2 Critéres de convergence

Nous établissons ici plusieurs critéres de convergence. Commencons avec des fonctions positives.

Proposition 2.1. Soit f : [a,b[— RT une fonction continue réelle positive ou nulle. Alors

/ f(t)dt existe si et seulement s’il existe M > 0 tel que / f(t)dt < M pour tout a < x < b.
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X
Démonstration. Comme f est positive, la fonction F()(‘) = J F(H A,lt &S\' ('J'U‘Ju)am]-e_
a

Colle  fonetton (DrgL done g0 ef sedomend si ele est bounée .

]

Corollaire 2.2. Critére de comparaison. Supposons que g(z) > f(z) > 0 au voisinage de b.

Alors Uintégrale généralisée de f existe si celle de g existe et celle de g diverge si celle de f diverge.

Voici enfin notre critére de convergence. Il utilise le critére de comparaison et notre connaissance

des fonctions 1/x.

Théoréme 2.3. Critére de convergence. Soit f : [a, b|— R% une fonction continue. Supposons

qu’il existe o € R tel que la limite | = liril (b—x)*f(x) est non nulle. Alors lintégrale généralisée
T—b~
/ f(z)dz converge si a« < 1 et diverge si a > 1.

Démonstration. Supposons que la limite [ est strictement positive (quitte a remplacer f par —f).

Il existe donc un nombre ¢ < b tel que pour tout ¢ < x < b, T|: : H [
x2h c
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Une notion trés utile pour déterminer si une intégrale généralisée existe est la suivante :
Définition 2.5. On dit que l'intégrale généralisée / f(x)dx est absolument convergente si I'in-
a

.
tégrale généralisée / |f(x)|dz est convergente.
a

Nous allons voir que cette notion de convergence absolue est plus forte que celle, ?e convergence.
+ (xy st Y030
£ =
(o] Siviown.
- 4(;() St 3(%)50

—F—(X) Stne

Démonstration. Soit f : [a,b[— R une fonction continue. Supposons que !'in ’g?ale géné,l'va‘ﬁ'sée

Proposition 2.6. La convergence absolue entraine la convergence.

-
| f(x)|dz est convergente. On remarque que les fonctions fT et f~ admettent aussi une intégrale

a
généralisée sur [a, b puisqu’il s’agit de fonctions positives, plus petites que | f| (on applique le critére

de comparaison). Puisque f(z) = fT(x) — f~(z), on conclut par linéarité de I'intégrale généralisée
que/ f(x)dx converge. O

Une conséquence forte de cette proposition généralise le résultat vu ci-dessus pour les fonctions

que I'on peut prolonger par continuité.
Théoréme 2.7. Convergence pour les fonctions bornées. Soit f : [a,b[— R une fonction

continue et bornée. Alors l'intégrale généralisée / f(z)dz est convergente.
a

Démonstration. Soit M une borne supérieure de la fonction |f(x)|.
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Exemple 2.8. Etudions l'intégrale généralisée / ] sin (1 ) dz. Avant de commencer,
0 — -
remarquons que la fonction a intégrer ne se prolonge pas par continuité en 1, puisqu’elle os-

cille de plus en plus rapidement au voisinage de 1. On intégre par parties, en posant f'(z) =

ix) et g(z) =z — 1.
lewne de 4 = F()Q = (o (44__x> -ZX‘ 8'()() -4




Intégrales généralisées Euler 3éme année
X
= 5 AA 5““(4_&)0% :[({:-l) = ”";) - otioi_ﬁLO&
o7t ) 5
3 3 -L ‘&3-2124 (®Sn 13
Covmavne (o8 (:"‘b> € [*'1', /J_:l u(— \Oa\,wc , 6w [\n‘&grcl!. ta e mﬂ

1 [
',DL (*> (x-4) tos (;:() + cos (h) o bount
4 Swn ,\ll:) ol (i ) = O
_L\-r -{fw- (X~"L ) - oS (4_)( > = A O u
=4 T
w=x-4

A)\Asi ) (V\‘Féar&\a. eJé\AE,m'ewu Cohvtrye

3 Le cas d’un intervalle non borné

Considérons une fonction réelle et continue f : [a, co|— R. Nous copions mot pour mot ce que

nous avons fait auparavant en remplacant chaque symbole " lim " par " lim ". Ainsi, par exemple,
z—b— T—00
o X

on dit que Vintégrale généralisée f(t)dt existe ou converge si la limite lim f(t)dt existe.

T—00 a

a
A nouveau, nous passons sur la linéarité et la préservation de la relation d’ordre <.

[e.e]
Exemple 3.1. Etudions la convergence de l'intégrale / —dx. Nous avions vu que l'intégrale
LT

généralisée de la fonction 1/x diverge sur |0, 1], aurons-nous plus de chance vers 'infini? oK
- X = +0
(X> S Ak = ‘Qu“[ \ '?u X) —Q\n ) QM(X) = 5 40©

O

Plus généralement, ’étude des fonctions de la forme 1/t? est riche en conséquences.
<1
Proposition 3.2. L’intégrale généralisée / dx converge pour 3 > 1 et diverge pour 5 < 1.
a 4 /{
Démonstration. Lorsque 5 <1, oOw oo ‘[: £ l: ) Fet>4 . &S "E' 4 _{:'/3,
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Les fonctions 1/z” ont la propriété qu’elles tendent vers zéro lorsque z tend vers linfini. Elles
avaient donc toutes, a priori, une chance de faire converger leur intégrale généralisée. En effet, si

tel n’était pas le cas, la convergence est exclue :

Proposition 3.3. Soit f : [a,00]— R une fonction continue pour laquelle l'intégrale généralisée

/ f(z)dx converge. Alors, si la limite | = lim f(x) existe, elle doit étre nulle : 1 = 0.

T—00

Démonstration. Supposons par 1’absurde que [ > 0 (quitte & remplacer f par —f et conclure par
linéarité). Il existe alors ¢ > a tel que @(x) > _Q_ Vx 2 cC
2

Avasi rcmo\xe X‘” Ldx =b J%o\ - B L (xee) =
C c

x> X—= 2
Cc

ce qm comhedilr Q Gk que .(:O Q(¥) dx Coutrse ]

Remarque 3.4. Il existe des fonctions qui n’admettent pas de limite a 'infini et qui pourtant sont
intégrables sur [a, 0o[. On peut construire de telles fonctions de la maniére suivante. On décide que
f(x) = 0 pour z — [z] > 1/([z] + 1)%. Ainsi la fonction est nulle sur une partie de plus en plus
grande de chaque intervalle [n,n + 1]. Sur le début de chacun de ces intervalles, on définit f de

sorte a ce que son graphe forme un triangle isocéle de hauteur 1, comme ceci :

] EX_S = 2 y

144 A
-Tx) > =4
] x-L R 3% 4
r—_A_—-’—\

04 -02 o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

+00
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L’aire de chacun de ces triangles vaut 1/2-1/n? - 1. La somme de ces aires converge (vers 72/12),

si bien que l'intégrale généralisée de cette fonction existe sans pour autant que f n’ait de limite.

Terminons avec un exemple d’une fonction définie sur un intervalle fermé et ot un changement
de variables nous permet de calculer I'intégrale généralisée en passant par R tout entier!

™

1
Exemple 3.5. On considére la fonction f(z) = 5 sinz et on cherche a calculer I = f(t)dt,
sin

une intégrale qui existe puisque f est continue et définie sur [—m, 7.

—T

Effectuons le changement de variables 2 = @(t) = 2arctant, ¢'(t) =

= L8n(x) W) 1+
-9 Jen b sin(2a) =
= o:—:\wnl: sin(2 arctant) = 2, 5m (*"'\'0*”‘(“) Cos (M"}M‘ U')) 2 Jl+ £
Six ¢ )T ‘W[ l:é]a’ °‘°[ - toun
Par conséquent, on ok;tient ’ Siw (o) tot(xt) =

00 0o A # dan %)

(4.0

PSR (N SN

I:J o 2+ 2L /H-kz' j_ooz('{'ﬂ:z)*'z'k __0(70*&“ Stu(e) = .
- A4+ k2 - -

Voici le graphe de cette fraction rationnelle. Heureusement pour nous, les limites vers plus et
moins 'infini sont nulles :

On continue de calculer grace a notre formule d’intégration d’éléments simples ou, ici, en complétant

le carré :
00 /1 400
A)k = “o = —L-t E cha.w Z_é]
1. j—w (b*jz)z"'% s 2 (ﬁ)—oo



