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Anneaux et Corps Exercices
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Exercice 1. 1. Soit A un anneau euclidien, avec une fonction euclidienne v: A\ {0} — N. Etant
donnés ag € A et 0 # a; € A, on construit une suite d’éléments a; € A de la maniére récursive
suivante :

(a) ag,ay sont donnés ;

(b) pour ¢ > 1, si a; # 0, il existe une expression a;—1 = a;q; + aj+1 ot v(a;+1) < v(a;).

La condition v(a;+1) < v(a;) implique que Valgorithme s’arréte, c’est-a-dire qu’il existe un n
tel que an4+1 = 0. On prétend que

an est un pgde de ag et ag.

Prouvons cette assertion. On prétend d’abord que a,, divise tous les a; (i < n). On procede
par induction descendante sur i. Puisque an+1 = 0, on a apla,—1. Si a, divise a;, ..., an,
alors comme

aj—1 = ;¢ + Aj41
on voit que a,, divise a;_1.

On prétend ensuite que si b divise ag et a1, alors b divise a,. En effet, comme as = ag — a1q1,
on voit que b divise as ; et par induction croissante sur ¢, on voit que b divise tous les a;, en
particulier a,.

La combinaison de ces deux observations montre que a, est un pgdc de ag et de a;.

Faisons la remarque suivante, qui sera utile dans la suite : si une étape de ’algorithme fournit
une unité, c’est-a-dire si a; € A* pour un certain ¢, alors ag et a; sont premiers entre eux.
En effet, puisque a; est une unité, 'étape suivante sera

i1 = (ai—lai_l)ai +0

donc a;41 = 0 et ainsi a; est un pgdc de ag et a;. Par définition cela implique que ag et a;
sont premiers entre eux.
o . . 193 211, . .
2. La division de 27 — 23¢ par 8 + ¢ donne 5 az. On arrondit au nombre entier le plus

proche pour trouver ¢ = 3 — 3i. Attention: on ne peut pas arrondir indifféremment vers le
haut ou vers le bas, sans quoi le reste de la division aura une norme trop grande! On calcule
alors

27 —23i = (3 —3i)(8 + 1) + (—21)

Le reste vaut donc —2¢. On poursuit la recherche du pgdc avec l'algorithme d’Euclide dans
cet anneau euclidien. Comme

8+i=—di>4i=4i- (=2i)+i

Le reste de cette division est ¢, un élément inversible de Z[i]. On conclut que ces deux nombres
sont premiers entre eux.

148 (1+8i)(2+4i)
2 —4i 20 N

et nous retrouvons la possibilité de choisir deux quotients distincts: ¢ = —1 + ¢ ou

3. On calcule 11+ 3¢ = (1 —)(1+8i) +2 —44. La division suivante
-3+ 2




¢ = —2 + 1. Les restes correspondants sont r = —1 + 2i et ' = 1 — 2i respectivement. Dans
les deux cas on constate que 2 — 44 est un multiple de ce reste.

Ainsi le dernier reste non nul dans l'algorithme d’Euclide est —1 + 2i ou 1 — 2i. Chacun est
un pgde (de norme 5). Plus généralement, le pgdc est uniquement défini dans un anneau
factoriel modulo la relation d’étre associé.

4. Pour décomposer les idéaux premiers (11 4 3¢) et (14 8¢) on commence par décomposer leur
normes dans les entiers.

(11 +3i)(11 —3i) =130 =13 -5-2 (1 + 8i)(1 — 8i) = 65 = 13- 5.
Ensuite on décompose dans Z[i]
13=(342i)(3—2i) 5=(1+2)(1—2i) 2=(1+4)1—1i).

Notons que comme ces éléments ont norme premiére, ils sont forcément irréductibles, donc
que leur idéal associé est un idéal premier (par factorialité de 'anneau.) Comme on sait
déja que 1 — 2 divise 1 4 8 on voit avec une division par 1 — 2¢ que c’est 3 — 2¢ qui divise
également 1 4 8i. Ainsi, en termes de multiplication d’idéaux (noter qu’en termes d’idéaux
la décomposition est unique)

(14 8) = (3 — 2)(1 — 2i).
Comme on sait de plus que le pged de 11 4 3¢ et 1 + 8i est 3 — 27 on conclut que
(11 + 3d) = (3 + 20)(1 — 2i)(1 + ).
Exercice 2. 1. Pour z € [0, 1], considérons l'application d’évaluation
evy: C—= R, f fx).

Alors ev, est surjective et kerev, = I,. Donc C/I, = R par le premier théoréme d’isomorphisme,
et ainsi I, est maximal puisque R est un corps.

2. 1l est facile de trouver f,g € C tels que f(z) = 0 = g(y) et f(y) # 0 # g(z) (on peut
construire de telles fonctions linéaires par parties). Donc ni f ni g n’appartient a I, N I, =
{heC|h(x)=0=h(y)}, tandis que fg € I, NI,.

3. Pour chaque x € [0, 1], par hypothése il existe 0 # f, € I tel que f,(x) # 0. Puisque f, est
continue, l'ensemble U, := {y € [0,1] | fz(y) # 0} est ouvert (dans la topologie euclidienne
de [0, 1]) et contient x. Ainsi

0,1 = ] t.

z€[0,1]

Puisque la topologie euclidienne fait de [0, 1] un espace compact, la propriété de Heine—Borel
implique qu’il existe x1,...,z, € [0,1] tels que

n

[0,1) = | U,

=1

Considérons maintenant la fonction continue

n
F:= Zfi
i=1

Alors F' € I et par construction F est strictement positive sur [0,1]. Ainsi 1/F € C, et
1=F-1/Fel. DonclI=C.



4. Soit I C C un idéal maximal. En vertu du point précédent, puisque I # C il existe un I, tel
que I C [,. Puisque I est maximal, on en déduit que I = I,.

Il est également possible de définir une topologie sur l'ensemble {I, | z € [0,1]} (la topologie la
moins fine pour laquelle les sous-ensembles {I,, | f € I} sont ouverts pour des f € C quelconques),
pour laquelle la bijection

[0;1] — {idéaux maximaux de C}, x> I,

devient un homéomorphisme. En d’autres termes, il est possible de reconstruire ’espace topologique
[0, 1] & partir de son anneau de fonctions réelles continues. C’est une forme de dualité entre [0, 1] et
C. Le méme résultat est vrai plus généralement pour les espaces topologiques Hausdorff et compacts
(voir Gelfand-Kolomogorov duality sur le n-lab).

Exercice 3. 1. On vérifie que

fa)=(z—=2)(a* +1) et g(x) = (z—2)(«’+7),

et on prétend que z? + 1 et z3 + 7 sont premiers entre eux. En fait, ceux deux polynomes
sont primitifs et ne se décomposent pas dans Q[z] (car —1 n’as pas de racine carrée dans
Q, et —7 n’a pas de racine cubique dans Q), donc en vertu de la Proposition 3.8.13 ils sont
irréductibles dans Z[z]. Ainsi  — 2 est un pgdc de f et de g.

2. Les décompositions f = (z — 2)(2% + 1) et g = (x — 2)(z + 7) sont encore valables aprés la
réduction modulo p. Apres cette réduction, le pgde n’est plus égal & = — [2], si et seulement
si 22 + [1], et 2® + [7], ne sont plus premiers entre eux dans Fp[z].

Notons qu’on peut écrire (en suivant la méthode de I'algorithme d’Euclide, méme si Z[z] n’est
pas euclidien) :

B4 T=2@+ )+ (—x+7), 22+1=(—2z—-T)(—x+7)+50

et ces égalités sont encore valables modulo p. En fait, comme Fp[z] est un anneau euclidien
dont la fonction euclidienne est donnée par le degré, la réduction modulo p de ces deux égalités
donne les deux premiers pas de l'algorithme d’Euclide pour 23 +[7], et 22+ 1], (voir I'Exercice
1.1). Notons que le second reste est [50],. Si [50], = 0, alors 'algorithme est complet et

pgde(z? + [1]p,x3 +[7p) = —x+[7], et ainsi pgde(f,g) = (z — 2]p)(—z +[7]p).

Si [50], # 0, alors il s’agit d’une unité dans Fp[x], et donc la prochaine étape de I’algorithme
donne un reste nul. Ainsi le pgdc de 2% + [1], et de o3 + [7], est une unité, autrement dit ces
deux polyndmes sont encore premiers entre eux.

Puisque 50 = 2 - 5%, on a [50], = 0 si et seulement si p € {2,5}. Ainsi :

(a) Sip ¢ {2,5}, alors pgdc(f,g) =z — [2],.
(b) Si p = 2, alors pgde(f, g) = z(x + [1]2).
(c) Sip =5, alors pgde(f,g) = (z — [25)(—z + [2]5).

Exercice 4. 1. Montrons d’abord que Q[iv/d] est un corps. Puisque (iv/d)? € Q, on voit que
Q[iVd] = {a + bivVd | a,b € Q}.
Les inverses de ces éléments existent dans C, ol ils sont donnés par

— bivd

(a + bivd)™! \a—i—bZ\fP,

ou |a + bivd)? = a* +b*d € Q.


https://ncatlab.org/nlab/show/Gelfand-Kolmogorov+theorem

Le coté droit appartient aussi a Q[iv/d], on en déduit donc qu'il s’agit d’un corps.
On a I inclusion évidente Z[iv/d] C Q[ivd]. Pour chaque a + biv/d € Q[iv/d], on peut écrire

a v
a+bivd=—+ —iVd
non
ot n est le plus petit dénominateur commun de a et b, et o/, b’ € Z. Ainsi Q[Z\/g] est un corps
de fractions pour Z[iv/d).

2. Montrons que 2® — 2i est irréductible dans Z[i][z]. Puisque le coefficient dominant est une
unité, ce polynome est primitif. En vertu du lemme de Gauss (Proposition 3.8.13) et du
premier point, il est irréductible dans Z[i|[z] si et seulement si il est irréductible dans Q[i][z].
Si 23 — 2i se décompose dans Q[i][z], I'un des facteurs doit étre un polynéme linéaire. Donc
23 — 2i est irréductible dans Q[i][z] si et seulement si il n’a pas de racines dans Q[i].

a+bi

n ?

Supposons que 2i posséde une racine cubique dans Q[i]. On peut écrire cette racine
avecn € Net a,b € Z. On a alors

n32i = (a + bi)?
et en prenant les modules au carré, on obtient
4n% = (a® + )3

C’est une égalité entre deux entiers, on peut donc compter les puissances de 2 dans chaque
membre et s’apercevoir qu’elles n’ont pas le méme reste modulo 3. C’est une contradiction.
Ainsi 2i n’a pas de racine cubique dans Q[z].

On a donc montré que x3 — 2i est irréductible dans Z[iv/d][x].

Remarque : Le critére d’Eisenstein ne peut étre invoqué pour résoudre ’exercice. En effet
la décomposition en facteurs irréductibles de 2¢ est

2i = (141)?,
ou 1+ 7 est irréductible en vertu de la Proposition 3.4.8

Exercice 5. 1. Notons A = k[t?,t3]. Puisque A C k[t], on a

A* C (k[t])* =k~
et Iinclusion inverse étant claire, on obtient AX = k*. On prétend ensuite que t? et t3 sont
irréductibles dans A :

(a) Si on peut écrire t?> = fg dans A, alors cette décomposition est aussi valable dans kl[t].
Donc soit f ou g est une unité dans k[t] et donc dans A, soit deg f = 1 = degg. Or A
ne contient aucun polynéme linéaire en ¢ (observez que A = k + 2 - k[t] + 3 - k[t], et que
les éléments de t2 - k[t] et de t3 - k[t] n’ont pas de termes d’ordre 1). On voit donc que
t? est irréductible dans A.

(b) Pour 3, on procéde de la méme maniére : les seules décompositions non-triviales dans
k[t] sont données par t3 =t-t-t =1t-t2, mais t ¢ A.

On peut ainsi affirmer que

(t?)? = (t*)* dans A,

et que t? et 3 sont des éléments irréductibles non associés de A, puisqu’il n’existe pas de
constante A € k* telle que A\t? = t3. Cela montre que A n’est pas factoriel.

2. On montre de la méme maniére que k[t?,t%] et k[t3,¢7] ne sont pas factoriels.



3. On prétend que k[x, y]/(x?—y?) est isomorphe a k[t?, t3]. En effet, considérons ’homomorphisme
d’évaluation k-linéaire

o: klz,y] — k:[tQ,tg}, T 10, Y 2.

Alors ¢ est surjective et k[x,y]/ ker ¢ = k[t?,+3]. On prétend que ker ¢ = (2%2—y3). L’inclusion
D est claire. Pour montrer l'inclusion inverse, prenons f € ker et faisons 'observation
suivante : il existe un polynéome g € k[z,y] tel que deg,[f — (2% — y3) - g] < 2. En effet,
puisque f — (22 — y3) - g € ker ¢, cela se montre aisément par induction sur deg, pour les
éléments de ker . Si nous montrons que f — (22 — y3) - g € (2% — y?), nous aurons établi
I'inclusion désirée. Nous pouvons donc supposer que deg,, f < 2, et nous allons en fait montrer
que f=0.

Si deg, f = 0, alors f = > . a;y’ et p(f) = >, a;t*. 1l est alors clair que p(f) = 0 si et
seulement si f = 0.

Si deg, f =1, alors on peut écrire
=St + b
i J

et ainsi

<,D(f) _ Z aitQi + Z bjt3+2j-
( J

Les puissances de t dans la premiére somme sont paires, celles dans la seconde sont impaires
: il n’y a donc pas de simplifications possibles entre ces deux sommes, et on en déduit que
©(f) =0 si et seulement si f = 0.

On a donc montré que k[z,y]/(x? — y3) = k[t2,3], ce qui conclut.

Pour démontrer I'inclusion ker(¢) C (22 4+ y®) on mentionne le lemme suivant qui peut étre
utile.

Lemme. Soit A un anneau factoriel, B un anneau intégre et A — B un morphisme injectif
d’anneau. Soit b € B tel que ker(evy) est non-nul. Alors ker(ewvy) est principal, généré
par un élément irréductible. Plus encore, si p(t) est irréductible et p(t) € ker(ewy), alors

ker(evy) = (p(t)).
Preuve. On montre qu’il ne peut exister au plus qu’un unique élément irréductible (modulo

la relation d’étre associé) dans ker(evp). Si deux éléments irréductibles non-associés p(t) et
q(t) sont dans ker(evp) alors on aurait un élément non-nul a € A et m(t), g(t) € At] tel que

p(tym(t) +q(t)g(t) = a

en utilisant que p(t) et g(t) seraient premiers entre eux dans ’anneau Frac(A)[t]. En utilisant
que A — B est injectif et en évaluant en b on obtient a = 0, une contradiction.

Si on décompose un élément non-nul du noyau en produit d’irréductibles, comme B est
intégre, on voit qu’au moins un des facteurs irréductibles est dans ker(evy). Ainsi on a montré
lexistence d’un élément irréductible dans le noyau. Comme c’est en fait le seul (modulo la
relation d’étre associé) on voit qu’en fait ker(evy) = (p(t)). O

Ainsi en appliquant le lemme pour A = k[y] et B = k[t?,3] et y + t2, on voit qu’il suffit de
démontrer que z? 4 > est irréductible. Cela peut se montrer exactement comme en 7.2.

a b\ (z y\_ (ax ay+bz
0 ¢ 0 z) \0 cz

Exercice 6. 1. Rappelons que



de quoi il s’ensuit immédiatement que la fonction

A—7ZxQ, <g l;) — (a,c)

est un homomorphisme surjectif dont le noyau est I.

Montrons maintenant que ’anneau commutatif Z x Q est Noethérien. Soit I C Z x Q un idéal.
Il est facile de vérifier que U'intersection I’ := IN({0} x Q) est un idéal de Q via l'identification
évidente Q = {0} x Q. Puisque Q est un corps, on a I’ = {(0,0)} ou I’ = {0} x Q.

(a) Supposons que I’ = {(0,0)}. Alors tous les éléments de I sont de la forme (z,0). En
effet, si (x,y) € I, alors (0,1) - (x,y) € I et donc (0,y) € I’, d’on y = 0.

Dans ce cas, I s’identifie & un idéal de Z via 'identification évidente Z = Z x {0}.
L’anneau Z est principal puisqu’il est Euclidien (Proposition 3.3.3), donc on en déduit
que I est généré par un élément de la forme (n,0).

(b) Supposons que I’ = {0} x Q. Alors on prétend que I = I"” x Q pour un idéal I”
de Z. En effet, soit (x,y) € I. Puisque (0,2) € I’ pour tout z € Q, on voit que
(x,y) + (0,2) = (z,y + z) € I pour tout z € Q. Puisque la translation par y dans Q est
bijective, on en déduit que (z,z) € I pour tout z € Q. Cela prouve qu’on peut écrire
I = I"” x Q pour un certain sous-ensemble I’ C Z. Puisque I est un idéal, on vérifie
aisément que I” doit étre un idéal de Z. Si I"” = (n), alors I est généré par (n, 1).

On a montré que tous les idéaux de Z x Q étaient finiment générés (en fait, ils sont tous
principaux), ce qui montre que cet anneau produit est Noethérien (et méme principal).

. Soit J un idéal a droite qui contient un élément de la forme

0 b
<0 0), 0#beQ.

Le calcul au début du point précédent montre alors que J contient tous les éléments de la

G 5) o

et il s’ensuit que J D I. Cela montre que I est minimal comme idéal & droite.

forme

Notons que I n’est pas minimal comme idéal a gauche, puisqu’il contient strictement le sous-

idéal & gauche
0 n
{(O 0) ne z} |

. Montrons finalement que A est Noethérien a droite. Soit
J1IChC...

une suite croissante d’idéaux a droite. Alors chaque Jy N I est un sous-idéal & droite de I.
Par le point précédent, pour chaque k on a soit Jy NI = I, soit Jy NI = 0. Puisque la suite
est croissante, ces intersections sont toujours les mémes pour k assez grand. Quitte & oublier
les premiers idéaux, on peut donc supposer que Jx NI = 0 pour tous les k, ou que JyNI =1
pour tous les k.

Considérons V'application quotient 7: A — A/I. Puisque 7 est surjective, les ensembles
images m(Jj) sont tous des idéaux (& droite) de A/I (la vérification est aisée), et on obtient
une suite croissante d’idéaux

m(J1) Cn(J2) C ...



dans A/I. Nous avons montré dans le premier point que A/l est Noethérien : donc 7(Jg) =
7(Jg+1) pour tous les k assez grands.

On prétend que w(Jg) = m(Jx41) entraine Jp = Ji41. Si ce n’est pas le cas, on peut trouver
x € Jgy1 \ J. Puisque 7(z) € w(Jgy1) = w(Jx), il existe 2’ € Jj, tel que z — 2’ € kerm = 1.

(a) Si Jgr1 NI =0, puisque z — 2’ € Ji1 NI on obtient z = 2’ € Jj, contradiction.

(b) Si Jig41 NI = I, alors par notre simplification initiale on a aussi Jp NI = I et donc
I C Ji. Alors x — 2’ € Ji et ainsi © = 2’ + (v — 2') € Ji, contradiction.

Ainsi Jy, = Ji4+1 pour tous les k assez grands, ce qui montre que la chaine d’idéaux se stabilise.
Ainsi A est Noethérien & droite.

Exercice 7. 1. Onax?+y? = (z+iy)(z—iy) dans C[z, y], donc le polyndome n’est pas irréductible
dans Clz,y].

Montrons qu'il est irréductible dans Q[x,y]. Posons A := Q[z], ¢’est un anneau factoriel en
vertu des Corollaires 3.3.5 et 3.7.2. On a Q[z,y] = Ay, et 2% +1y? € A[y] est primitif puisque
son coefficient dominant est une unité. Donc par la Proposition 3.8.13, 22 +12 est irréductible
dans A[y] si et seulement si il est irréductible dans Frac(A)[y].

On a
Frac(4) = Q) = { 10 | 100 9(0) € Qlel o) # 0}
9(x) ’ ’
Puisque degy(y2 + 22) = 2 et que les polynémes constants non-nuls de Frac(A)[y] sont des
unités, le polynome y2 + 22 € Aly] se scinde dans Frac(A)[y] si et seulement si y? + 22
(vu comme un polynéme en y) admet une racine dans Frac(A4) = Q(z), autrement dit si et

seulement si il existe f(z), g(x) € Q[z] tels que
f(x)>2 I
(57) =

f@)? = —a?g(x)?  dans Q[z].

Regardons le coefficient dominant de chaque coté : celui de f(z)? est positif (il s’agit du carré
du coefficient dominant de f(x)), celui de —x2g(z)? est négatif (il s’agit de I’opposé du carré
du coefficient dominant de g(z)), c’est une contradiction.

Cela impliquerait que

Donc y? + 22 € Frac(A)[y] est irréductible, et ainsi y? + 22 € Q[z, y] est irréductible.

2. Montrons que 2% — (3" +2y°4+y3) est irréductible dans Q[z,y]. Comme dans le point précédent
(en échangeant les roles de = et y), il suffit de montrer qu’il n’existe pas de polyndomes

f(),9(y) € Q[y] tels que

3
() =y +2y° +y° dans Q(y).
Cela impliquerait que

FW)P =" +2° +9*)g(y)® dans Q[y.

Regardons le degré de chaque c6té : celui de gauche est un multiple de 3, tandis que celui de
droite vaut 1 modulo 3. C’est une contradiction, et on en déduit que 23 — (y7 + 2y° + 9°) est
irréductible dans Qlz, y].

Remarque : le critére d’Eisenstein ne peut étre appliqué dans aucun des deux cas (remarquons
que le décomposition de y” + 2y + y3 en facteurs premiers est (y? + 1)%y3).



Exercice 8.
Comme b est supposé non-nul, on peut diviser 1 par b pour obtenir

1=0bq+r,

avec o(r) < 0 ou r = 0. Cela force r = 0.



