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Série 7 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. D�emontrer le lemme 4.2.
Soit A 2 Cn�n une matrice hermitienne et soit � une valeur propre de A. Montrer

que � est r�eelle.

Solution. On a que

�xTx = (�x)Tx

= (Ax)Tx

= xTATx

= xTATx

= xTA�x

= xTAx

= xT�x

= �xTx

Comme xTx 6= 0, on a � = �, donc � 2 R.

Exercice 2. Soit A 2 Cn�n hermitienne et u; v 2 Cn deux vecteurs propres associ�es �a
des valeurs propres di��erentes. Montrer que u et v sont orthogonaux par rapport au
produit hermitien standard.

Solution. Soient u; v des vecteurs propres de A associ�es aux valeurs � 6= �. Alors

�uTv = (�u)Tv

= (Au)Tv

= uT �Av

= uTAv

= uT�v

= ��uTv:

Or comme � est r�eel par l'exercice pr�ec�edent, l'in�egalit�e � 6= �� permet de conclure.
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Exercice 3. Contrapos�ee du th�eor�eme spectral.
Soit h:; :i le produit scalaire standard sur C (hx; yi = xT �v), et soit A 2 Cn�n une

matrice diagonalisable telle que :

i) chaque valeur propre est r�eelle, et

ii) pour tout couple (u; v) de vecteurs propres associ�es �a des valeurs propres di��erentes,
hu; vi = 0.

Montrer que A se diagonalise dans une base orthonormale. En d�eduire que A est
hermitienne.

Solution. Nous savons que A se diagonalise, et que les espaces propres di��erents
sont deux �a deux orthogonaux grâce �a la seconde hypoth�ese.

Il s'agit donc uniquement de trouver une base orthonormale de chaque espace
propre a�n que leur concat�enation donne une base orthonormale de Cn de vecteurs
propres de A. Pour cela, on applique simplement Gram-Schmidt sur des bases
quelconques de chaque espace propre.

Ceci nous donne
A = PDP�1

avec P la matrice de vecteurs propres choisis, et D la matrice diagonale des
valeurs propres correspondantes. Par orthonormalit�e dans C, on a P T �P = I, et
donc

A = PDP �:

Comme les valeurs propres ont �et�e suppos�ees r�eelles, A est hermitienne car

A� = (PDP �)� = PD�P � = A:

Exercice 4. Soit A la matrice hermitienne

A =

2
64

3 2� i �3i
2 + i 0 1� i
3i 1 + i 0

3
75

Trouver une matrice unitaire P 2 C3�3 telle que P � � A � P est une matrice diagonale.

Solution. Le polynôme caract�eristique de A est

p(x) = det(A� xI) = (x+ 1)(x� 6)(x+ 2):

Les valeurs propres de A sont donc �1; 6 et �2. On trouve les bases des espaces
propres

�1 = �1 : b1 =

2
64

�1
1 + 2i
1

3
75

�2 = 6 : b2 =

2
64
1� 21i
6� 9i
13

3
75

�3 = �2 : b3 =

2
64
1 + 3i
�2� i

5

3
75
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Les vecteurs b1; b2; b3 sont deux-�a-deux orthogonaux, parce que les valeurs propres
sont distinctes. Il reste �a les normaliser et on obtient

p1 = b1=jjb1jj = 1p
7

2
64

�1
1 + 2i
1

3
75

p2 = b2=jjb2jj = 1p
728

2
64
1� 21i
6� 9i
13

3
75

p3 = b3=jjb3jj = 1p
40

2
64
1 + 3i
�2� i

5

3
75

On obtient la matrice unitaire

P =
h
p1 p2 p3

i
et on peut v�eri�er que

P � � A � P =

0
B@
�1 0 0
0 6 0
0 0 �2

1
CA

Exercice 5. Soit U 2 Rn�n (resp. U 2 Cn�n) tel que les colonnes de U forment une base
orthonormale par rapport au produit scalaire standard (resp. par rapport au produit
hermitien standard).

1. Montrer que U est une matrice orthogonale (resp. unitaire).

2. Montrer que les lignes de U forment une base orthonormale de Rn (resp. Cn).

Solution. Le cas r�eel est un cas particulier du cas complexe. On prouve donc
uniquement le cas complexe.

Soit donc U 2 Cn�n, U =
�
u1 : : : un

�
, ui 2 Cn 8i tels que les colonnes

fu1; :::; ung de U forment une base orthonormale par rapport au produit hermi-
tien standard, c'est-�a-dire

uTi uj =

8<
:1 si i = j

0 sinon

On a alors que

U�U =

0
BB@
u1

T

...
un

T

1
CCA �

�
u1 : : : un

�
= In

Ceci implique que U est inversible d'inverse U�1 = U�, i.e. U est unitaire. En
particulier, si on �ecrit

U =

0
BB@
vT1
...
vTn

1
CCA
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o�u vTi est la i-�eme ligne de U , on a que

In = UU� =

0
BB@
vT1
...
vTn

1
CCA �

�
v1 : : : vn

�

ce qui est �equivalent �a

vTi vj =

8<
:1 si i = j

0 sinon

L'ensemble des lignes fv1; :::; vng de U forme donc un ensemble orthonormal. En
particulier, c'est un ensemble libre et donc une base du C-espace vectoriel Cn (et
si U 2 Rn�n, c'est aussi une base du R-espace vectoriel Rn).

Exercice 6. Soit A 2 Cn�n une matrice hermitienne et inversible. Montrer que si toutes
les valeurs propres de A sont positives, alors toutes les valeurs propres de A�1 sont
aussi positives.

Solution. Supposons que les valeurs propres de A, �1; : : : ; �n, sont positives. On va
montrer que 1

�1
; : : : ; 1

�n
sont les valeurs propres de A�1:

Comme A est une matrice hermitienne, il existe une matrice unitaire P telle
que P �AP = D, o�u D est une matrice diagonale.

Comme det(P �)det(P ) = 1,

det(A� �I) = det(P �)det(A� �I)det(P )

= det (P �(A� �I)P )

= det (P �AP � �P �P )

= det(D � �I);

donc D a les nombres �1; : : : ; �n sur la diagonale. Alors

I = P �P = P �AA�1P = P �APP �A�1P = D(P �A�1P ):

C�a signi�e que P �A�1P = D�1, et les valeurs propres de A�1 sont exactement les
valeurs propres de D�1 �a savoir 1

�1
; : : : ; 1

�n
.

Exercice 7. Soit K un corps et A 2 Km�n; B 2 Kn�m avec m � n. On pose pM le
polynôme caract�eristique d'une matrice M .

1. Montrer que

 
Im �A
0 In

! 
AB 0
B 0n

! 
Im A
0 In

!
=

 
0m 0
B BA

!
.

2. En d�eduire que pBA(�) = (�1)n�m�n�mpAB(�) et donc que les valeurs propres de
BA sont exactement les valeurs propres de AB (avec multiplicit�es �egales) avec
n�m z�eros en plus.
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3. En comparant les coe�cients de �n�m, et �a l'aide du mini-examen 1, en d�eduire
la formule de Cauchy-Binet

det(AB) =
X

I�f1;:::;ng
jIj=m

det(A[m];I) det(BI;[m]):

Solution. 2. D'apr�es le r�esultat pPMP�1 = pM , et comme

det

 
A 0
B C

!
= det(A) det(C);

on d�eduit de la question 1 la relation

pAB(t)t
n = tmpBA(t):

3. Le coe�cient en �n�m de �n�mpAB(�) est le coe�cient constant de pAB, c'est-
�a-dire det(AB). Le mini-examen 1 conclut en remarquant que

(BA)I = BI;[m]A[m];I :

Exercice 8. Soit K un corps, V un K-espace vectoriel, et soit une application lin�eaire
f : V ! V suppos�ee diagonalisable.

Définition : un sous-espace vectoriel W � V est dit invariant par f si f(W ) �W .

Soit W un sous-espace de V invariant par f . Montrer que la restriction de f �a W ,
fjW :W !W , est �egalement diagonalisable. 1

Solution. Il est d'abord clair que
L

� (E� \W ) est bien une somme directe car
L

�E�

en est une.
De plus, l'inclusion

L
� (E� \W ) � W est �egalement imm�ediate. Montrons

donc l'inclusion inverse.
Soit w 2W . D�ecomposons w comme somme de vecteur propres

w =
X
�

v�;

o�u v� 2 E�. Nous cherchons �a d�emontrer que v� 2W pour chaque �.
Idexons les valeurs propres (toutes distinctes) �i avec i = 1; : : : ; k. Remarquons

que l'expression

f(w)� �kw =
k�1X
i=1

(�i � �k)vi 2W

car W est invariant par f .

1Remarquez que V =
L

�
E�, o�u les E� sont les di��erents espaces propres. Montrez que W =L

�
(E� \W ).
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La somme comprend d�esormais un vecteur de moins qu'avant, et les coe�-
cients devant ceux-ci sont tous non nuls.

On peut d�esormais r�eappliquer f � �k�1id (id est l'application identit�e) pour
faire disparâ�tre vk�1. En fait, en r�ep�etant le processus,

0
@ kY
j=2

(f � �jid)

1
A (w) =

kY
j=2

(�1 � �j)v1 2W:

Il suit que v1 2W . Plus g�en�eralement, on peut consid�erer l'application

0
@Y
j 6=i

(f � �jid)

�i � �j

1
A (w) = vi;

qui implique que vi 2W 8i.
Un d�emonstration par r�ecurrence sur le nombre de vecteurs de la d�ecomposition

de w peut �egalement être faite.

Exercice 9. Soient K un corps, V un K-espace vectoriel, et f; g deux endomorphismes
sur V .

Définition : deux applications lin�eaires f; g sont simultan�ement diagonalisables s'il
existe une base commune de vecteurs propres de f et g.

Montrer que si f et g sont simultan�ement diagonalisables, alors f et g commutent.

Solution. Dans la base commune B = fb1; : : : ; bng de vecteurs propres de f et g,
associ�es aux valeurs �i et �i respectivement pour chaque i, on a simplement

(f � g)(
nX
i=1

�ibi) = f(
nX
i=1

�i�ibi);

=
nX
i=1

�i�i�ibi;

= (g � f)(
nX
i=1

�ibi):

Exercice 10. (*)
Montrer la contrapos�ee de l'exercice 9 : si f et g sont diagonalisables et commutent,

alors f et g sont simultan�ement diagonalisables.

Solution. En classe.
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