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Série 8 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique d�e�nie positive, c'est-�a-dire
que toutes les valeurs propres de A sont positives. Montrer qu'il existe une matrice
sym�etrique d�e�nie positive B 2 Rn�n telle que A = BTB.

Solution. A est une matrice sym�etrique donc il existe une matrice orthogonale P

telle que

P T � A � P =

0
BBBBB@

�1 0 � � � 0

0 �2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 � � � 0 �n

1
CCCCCA

o�u �1; �2; : : : ; �n 2 R sont les valeurs propres de A. Soit D la matrice P TAP

diagonale. Comme A est d�e�nie positive, on a �i > 0 pour tout i = 1 : : : ; n et
alors D = CTC, o�u

C =

0
BBBBB@

p
�1 0 � � � 0

0
p
�2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 � � � 0
p
�n

1
CCCCCA

Comme P T = P�1, on obtient que

A = PDP T = PCTCP T = PCTP TPCP T = (PCTP T )(PCP T ) = (PCP T )T (PCP T ):

ainsi A = BTB, o�u B = PCP T . Il reste �a montrer que B est vraiment sym�etrique
et d�e�nie positive. Les valeurs propres de B sont les mêmes de que les valeurs
propres de C, donc B est d�e�nie positive. De plus,

BT = (PCP T )T = (P T )TCTP T = PCP T = B:
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Exercice 2. Soient A =

0
B@

1 �2
1 4
1 �2

1
CA et b =

0
B@

12
�13
10

1
CA. Alors, la solution des moindres

carr�es x =

 
x1
x2

!
du probl�eme minx2R2 kAx� bk2 satisfait

a) x2 = 3. b) x2 = �3.
c) x2 = 4. d) x2 = �4.

Solution. R�eponse d. On utilise Gram-Schmidt comme dans le th�eor�eme 2.21 ou
bien on r�esoud le syst�eme ATAx = AT b pour trouver la solution

x =

 
3
�4

!

De mani�ere alternative, on peut �etudier kAx � bk2 en rempla�cant x2 par 3,
�3, 4 et �4, ce qui donne quatre polynômes du second degr�e avec variable x1.
On trouve alors que le polynôme avec x2 = �4 poss�ede l'unique minimum global
minimal parmi les quatre polynômes.

Exercice 3. Pour chaque forme suivante Q, d�ecider si Q est d�e�nie positive, d�e�nie
n�egative ou ind�e�nie. Si Q est ind�e�nie, trouver un vecteur x tel que Q(x) > 0 et un
vecteur y tel que Q(y) < 0.

a) Q(x) = 13x21 + 8x1x2 + 7x22

b) Q(x) = 11x21 + 16x1x2 � x22

Solution.

a) On a que Q(x) = xTAx o�u A =

 
13 4
4 7

!
. L'�equation charact�eristique de A

est

0 = det(A� �I) = (13� �)(7� �)� 16 = �2 � 20�+ 75 = (�� 15)(�� 5)

ainsi les valeurs propres de A sont �1 = 15 et �2 = 5. Comme toutes les
valeurs propres de A sont positives, A est d�e�nie positive, et donc la forme
quadratique Q est d�e�nie positive.

b) Similairement, Q(x) = xTAx o�u A =

 
11 8
8 �1

!
. Comme en a), on trouve

que l'�equation charact�eristique de A est

0 = det(A� �I) = (11� �)(�1� �)� 64 = �2 � 10�� 75 = (�� 15)(�+ 5)

et les valeurs propres de A sont �1 = 15 et �2 = �5. Cela signi�e que
A et Q(x) sont ind�e�nies. Pour trouver des vecteurs x et y qui satisfont
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Q(x) > 0 et Q(y) < 0, on cherche les vecteurs propres correspondant aux

valeurs propres �1 et �2. On trouve x = 1p
5

 
2
1

!
et y = 1p

5

 
1
�2
!
. Finalement,

on v�eri�e que x et y sont les vecteurs satisfaisant:

Q(x) = xTAx =
�

2p
5

1p
5

� 11 8
8 �1

! 2p
5
1p
5

!
=
�

2p
5

1p
5

� 30p
5

15p
5

!
= 15 > 0

et similairement

Q(y) = yTAy =
�

1p
5

�2p
5

� 11 8
8 �1

! 1p
5�2p
5

!
=
�

1p
5

�2p
5

� �5p
5

10p
5

!
= �5 < 0:

Exercice 4. Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique dont les valeurs propres sont �1 �
� � � � �n.

Si U d�enote un sous-espace de Rn, montrer la partie (4.5) du th�eor�eme 4.13:

�k = min
dim(U)=n�k+1

max
x2U\Sn�1

xTAx:

Solution. Soit fu1; : : : ; ung une base orthonormale de vecteurs propres associ�es aux
valeurs propres �1 � � � � � �n respectivement. On �xe un entier k. Soit U un
espace de dimension n � k + 1. Clairement, spanfu1; : : : ; ukg \ (U \ Sn�1) ⊋ f0g,
alors il existe un vecteur 0 6= x =

Pk
i=1 �iui 2 (U \ Sn�1). Comme

xTAx =
kX
i=1

�2
i�i � �k;

on a que maxx2(U\Sn�1) xTAx � �k. Comme c'est vrai pour chaque U de dimension
n� k + 1, on conclut que

min
dim(U)=n�k+1

max
x2(U\Sn�1)

xTAx � �k:

Si on prend W = spanfuk; : : : ; ung, pour chaque vecteur x =
Pn
i=k �iui 2 W \ Sn�1

(c.a.d.
Pn
i=k �

2
i = 1), on a

xTAx =
nX
i=k

�2
i �i � �k

et uTkAuk = �k. Donc maxx2W\Sn�1 xTAx = �k et

min
dim(U)=n�k+1

max
x2U\Sn�1

xTAx � max
x2W\Sn�1

xTAx = �k:

Finalement, on conclut que �k = mindim(U)=n�k+1maxx2Unf0gRA(x):
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Exercice 5. Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique dont les valeurs propres sont �1 �
� � � � �n.

Montrer que

�k = max
dim(U)�n�k

min
x2U?\Sn�1

xTAx;

o�u le maximum est pris sur les sous-espaces U de Rn.

Solution. Comme on a a�aire �a un maxmin, nous proc�edons de la mani�ere suivante.
Soit un sous-espace U � Rn de dimension n � k. Montrons d'abord que
min

x2U?\Sn�1
xTAx � �k.

Remarquons que dim(U?) = k, et donc que U? s'intersecte non triviallement
avec l'espace engendr�e par fun; : : : ; ukg, les vecteurs propres du th�eor�eme spectral
associ�es aux valeurs �n; : : : ; �k. Pour n'importe quel vecteur unitaire w dans cette
intersection, on trouve explicitement

wTAw � �k:

Il suit alors que
max

dim(U)=n�k
min

x2U?\Sn�1
xTAx � �k;

et il ne reste plus qu'�a trouver un espace vectoriel U explicitement qui r�ealise le
maximum.

Le cours ou la justi�cation de l'exercice 4 ci-dessus nous m�enent naturellement
�a consid�erer le U tel que U? = spanfu1; : : : ; ukg. Celui-ci v�eri�e min

x2U?\Sn�1
xTAx =

�k, comme voulu.
Pour conclure, si dim(U) < n � k, alors dim(U?) > k. Il existe donc un V de

dimension k tel que V � U?. Le minimum est ainsi pris sur U?, un espace plus
grand que V , et sa valeur est alors plus petite.

min
x2U?\Sn�1

xTAx � min
x2V \Sn�1

xTAx:

Ces plus petits espaces U n'ont donc aucune in
uence sur le maximum et l'�egalit�e
reste vraie si on �etend le maximum �a tous les espaces U de dimension inf�erieure
ou �egale n� k.

Exercice 6. Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique dont les valeurs propres sont �1 �
� � � � �n. On d�e�nit l'ordre partiel � sur les matrices par

R � S sur V () xTRx � xTSx 8x 2 V:

Posons NA(�) le nombre de valeurs propres de A inf�erieures ou �egales �a �. Montrer
les �equivalences suivantes.

1. NA(�) � k () �n�k > �, et

2. NA(�) � k () �n�k+1 � �.
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En d�eduire, �a l'aide des deux exercices pr�ec�edents, les propositions suivantes.

1. S'il existe un � > 0 et une matrice Q 2 Rn�n avec rang(Q) � k v�eri�ant A �
(�+ �)I �Q sur Rn, alors NA(�) � k.

2. Si pour chaque � > 0 il existe un sous-espace V � Rn avec dim(V ) � k v�eri�ant
A � (�+ �)I sur V , alors NA(�) � k.

Solution. Nous montrons uniquement les deux propositions �a l'aide des �equivalences.

1. Il s'agit ici de montrer que �n�k > �. Utilisons donc la relation du type
maxmin de l'exercice 5. Pour pouvoir conclure, il faut alors trouver un
espace vectoriel U de dimension au plus k tel que min

x2U?\Sn�1
xTAx > �.

L'hypoth�ese sur A nous donne

xTAx � �+ � � xTQx;

pour n'importe quel x unitaire de U?.

Prenons donc U = Im (Q), de sorte que U? = ker(QT ). Par suite, on a

�n�k � min
x2ker(QT )\Sn�1

xTAx � �+ � > �;

ce qui conclut.

2. Montrons que �n�k+1 � �. Par même raisonnement que ci-dessus, et grâce
�a l'exercice 4,

max
x2U\Sn�1

xTAx � �n�k+1;

pour n'importe quel sous-espace U de dimension k.

Or, par hypoth�ese,
xTAx � �+ �;

pour tout � > 0 et x unitaire de V . En restreignant V �a un sous-espace U

de dimension k, on trouve bien,

�n�k+1 � max
x2U\Sn�1

xTAx � max
x2V \Sn�1

xTAx � �+ �:

L'in�egalit�e �etant vraie pour tout � > 0, le r�esultat est d�emontr�e.

Exercice 7. (*) Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique.
Montrer, �a partir du r�esultat du mini-examen 1 1, que A est semi-d�e�nie positive si et

seulement si tous ses mineurs sym�etriques sont positifs ou nuls, c'est-�a-dire det(AI) � 0
pour tout I � f1; : : : ; ng.
Solution.

1Le coe�cient n� k du polynôme caract�eristique de A v�eri�e

an�k = (�1)n�k
X

I�f1;:::;ng
jIj=k

det(AI);

o�u AI est la sous-matrice obtenue en extrayant les lignes et les colonnes de A d'indice dans I.
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